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WSTĘP. 



1. rilZKDMIOT MATEMATYKI. 

Bogactwo treści najściślejszej wiedzy ludzkiej, jaką, jest Matema- 
tyku, stanowiąca świat odrębny pojęć, odźwierciadiających w sobie 
wieków;} prutu ducha ludzkiego nad tmdtiemi zagadnieniami bytu, 
nie da się zawrzeć w kilku słowach wstępnego określenia; przyta- 
c/iijac więc niżej niektóre z częściej napotykanych określeń Mate- 
leiimtyki, nucimy zastrzed,; 7, góry, że żadne 7 nich nie jest wy- 
siiii-1'zy.jąetim, bo właściwa zadanie nauki dopiero przy wykładzie 
jej pojęć i metod najlepiej uwydatnić się daje. 

Matematyka jest nauka, o wielkościach — oto najpospolitsza 
7. napotykanych definicyj. Jest ona wszakże niezupełną, bo nie 
wszystkie twory Matematyki s;; : wielkościami i nie we wszystkich 
jej badaniach idzie o związki pomiędzy wielkościami. [O wielko- 
ści mówimy obszerniej w następnym artykułu]. Nauka kombina- 
cji np. nie ma nic do czynienia bezpośrednio z wielkościami, a do 
takich np. tworów, jak liczby urojone i uadurojone, Die można wprosi, 
stosować pojęcia wielkości. 1 Geometrya w wielu badaniach swych 
obywa się zupełnie bez pojęcia miary wielkościowej '. 

l'Qi*rt«.T.Ł 1 
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Do następujących typów głównych sprowadzają, się wszystkie twory 
lub/omy badań matematycznych'- 1 . Dnpierwszego typu należą liczby. 
a więc przedewszystkiem liczby całkowite, stanowiące zasadniczy 
matcryal Arytmetyki, następnie wszystkie inne rodzaje liczb, które 
drogą uogólnienia działań pow.stają. a więc liczby ułamkowe, ujem- 
ne, urojone, nadurojone, liczby idealne Kummera, "idealy n De- 
dekinda; liczby nieskończenie wielkie i nieskończenie raale, nad- 
skończuno (t.ransfinite) G. C an torą, wymierne i niewymierne, alge- 
braiczne i przestępne. Dalej należą tu funkcyo matematyczne, wyo- 
brażające w jednem pojęciu szeregi stanów, przez jakie przechodzą 
liczby, zmieniające swą wartość w zależności od innych liczb. 

Do typu drugiego należą, formy ytr.metrijczite, t. j. ciała geometry- 
czne trójwymiarowe, formy dwu i jednowymiarowe, punkt geome- 
tryczny, oraz ogólniejsze formy iwinaiio-eiowe e/yli przestrzenie 
w iclo wymiarowe; dalej układy czyli kombinacjo rozmaitych form, 
i formy, wyobrażające w jedućm pojęciu szeregi stanów, przez ja- 
kie przechodzi pewna forma geometryczna lub układy podobny cli 
form. 

Do trzeciego wreszcie typu należą rozmaite formy matematyczne, 
utworzone przy badaniu zjawisk, jak formy foronomiczne, mecha- 
niczne, fizyczne i X. p. 

Sa pierwszy rzut oka zdaje się, że objęcie tych róż no rodny cli 
przedmiotów jedną nauką odbiera tejże charakter jednolitości: 
liczby bowiem zdają sie być czćmś zupełnie rożnem od form geo- 
metrycznych, te zaś różnią się zasadniczo od tworów, cechujących 
zjawiska. Rozwój nauki, jak to zobaczymy, zbliża wszakże do siebie 
te różnorodne początkowo dziedziny. 

I tak pojęcie liczby przez uogólnianie prowadzi kolejno od liczb 
całkowitych dodatnych z jednej strony do urojonych i nadurojo- 
nych, z drugiej zaś strony do niewymiernych i przcslępnyeh. Two- 
rzenie liczb urojonych i nad urojony eh odpowiada wprowadzeniu do 
nauki O lie/bai-h wymianiwnśri, slanowiąeej cechę tworów geome- 
trycznych. Tworzenie zaś liczb niewymiernych i przestępnych 
i w ogóle uważanie całego continuum lie/b odpowiada ciągłości, uwa- 
żanej za cechę pierwotną form geometrycznych. Tak więc przy po- 
mocy liczb dają się przedstawić formy geometryczne i obie różne 
napozór dziedziny jednoczą metody badania form analitycznych. 
Na odwrót, formy geometryczne służyć mogą do przedstawienia w!a- 
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ściwości form liczbowych. Dalej znów badanie zjawisk prowadzi 
do konstrukcji analityczny cli i geometrycznych. 

Prócz togo, jedność i jednolitość Matematyki jest ugruntowana, 
na jednolitości genezy psychologicznej jej form. Formy matematy- 
czne powstają, przedew.szystkiem za-pomocą abstrakcji z przedmio- 
tów doświadczenia, po usunięcia wszelkiej ich treści specyliezuej. 
z zachowaniem wszakże syntezy tych aktów świadomości, które 
współdziałały przy abstrakcji. Tak np. wielość przedmiotów dopro- 
wadza przez abstrakcją, do liczb całkowitych, gdy odwracając 
uwagy od wszelkich właściwości przedmiotów, jedynie przy pomocy 
syntezy aktów, które przy abstrakcji współdziałały, tworzymy for- 
my, będące odbiciem umy iłowem wielości spostrzeżonej. Od ciał fizy- 
cznych O różnej postaci abstrakeya doprowadza do form geometry- 
cznych, które są właśnie ową postacią, od treści oderwan:;. 

Taki sam proces doprowadza do pojęcia przestrzeni, obejmującej 
w sobie wyobrażalne utwory geometryczne, a także do pojęcia czasu, 
będącego formą następstwa zjawisk. 

Opisany wyżej proces nie wystarcza wszakże do tworzenia form 
wszystkich; albowiem umysł z jednej strony kombinuje i łączy for- 
my ; z drugiej zaś strony uogólnia formy raz utworzone i do- 
chodzi tym sposobem do form nowych, nie będących bezpośrednio 
odwzorowaniem przedmiotów lub zjawisk. Tak np. od układu liczb 
rzeczywistych o jednej jednostce zasadniczej przechodzi do łiczh 
urojonych lub zespolonych o dwu lub więcej takich jednostkach; 
przestrzel') trójwymiarową uogólnia, tworząc rozmaitość wielowy- 
miarową. Postępowanie w tym razie jest tak samo uzasadnionćm 
jak i abstrakeya, która z przestrzeni trójwymiarowej prowadzi do 
dwu lub jednowymiarowej. Wprowadza ono wprawdzie twory niewy- 
obrażalne wprost, ale wyobrażalność, w zwykłem znaczeniu tego 
wyrazu, nie stanowi zasadniczej cechy pojęć matematycznych. Poję- 
cia bez poglądu są puste, powiedział Kant, ale w tyra, jak i w in- 
nych przypadkach, p osądów ość czyli wyobrażalność dostatecznie 
wynagradza ogół tych cech, któremi dane pojęcie określamy. Two- 
rzenie form podobnych, ogólniejszych od form pierwotnych, przez 
al.i-trakcyą utworzonych, stanowi właśnie cechę właściwą Matema- 
tyce i jest jednym z najważniejszych czynników jej rozwoju. 

Winniśmy wprawdzie na samym wstępie zaznaczyć, co dokładniej 
przedstawionym będzie w dalszym wykładzie, ze uogólnianie pojęć 
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matematycznych może być podjęte dwojako. Można bowiem z jednej 
strony uważać pojęcia uogólnione, jako odpowiadające formom isto- 
tnie nowym, mającym w dziedzinie badania tukiu samo piana bytu, 
jakie mają. pojenia fonu pierwotnie wprowadzonych; aibo też można 

widnieć w formach uogólnionych tylko nowe związki, w jakie wpro- 
wadzamy formy pierwotne, czyli nowe a raczej uogólnione dziafanbi. 
Tak np. można uważać liczby ujemne, urojone, niewymierne i t. p. 
za nowe rodzaje liczb, mające taką samą samodzielność, jak* 
maja liczby całkowite; przestrzenie czyli rozmaitości wielowy- 
miarowe można uważać za uprawnione z przestrzenią, zwykłą, eu- 
klidesową; albo też widzieć w nowych liczbach formy, pod jakienii 
liczby całkowite dodatnie wchodzą do związków i do rozumowania. 
a w nowych przestrzeniach —przestrzeń zwykła, przy przyjęciu za 
element nie punktu, lecz innego tworu geometrycznego, i.ecz przy 
jednym zarówno jak i przy drugim sposobie uważania, Jlatcmalyka 
wznosi Nie po nad dziedzino pierw <.■ tną, uogólniając raz pojecie two- 
rów, drugi raz pojęcie działań. "Wybór pomiędzy jednym a drugim 
sposobem uważania zależy od poglądu teoretyezno-poznawezigo 
na podstawy Matematyki. W samej Matematyce oba sposoby uwa- 
żania są równouprawnione i każdy z nich w sposób sobie właściwy 
prowadzi do wyników prawdziwych. 

Ta dowolność tworzenia form w Matematyce nasuwa nawet po- 
gląd, że w tej nauce umysł .sam sobie stwarza przedmioty badania, 
bez żadnego udziału doświadczenia, że, jak powiada II. Grass- 
mann: 3 "Matematyka jest nauką o bycie szczególnym, który sta i 
sie przez myślenie,, : i że Ićm różni się od nauk realnych, których 
przedmiotem jest In f. zewnętrzny, przeciwstawiający się myśleniu, 
Winniśmy wprawdzie nadmienić, że to określenie .stosuje Grass- 
iiiaun do Matematyki czystej, z której wyłącza Geometryą, zalicza- 
jąc ją wraz z Foronomią i Mechaniką do nauk stosowanych (poró- 
wnaj art. 4.). 

Kant* uważa formy matematyczne za koustrukeye „wewnątrz 
czasu,., gdy są liczbami, lab "wewnątrz przestrzeni... gdy są forma- 
mi geonietryeznemi. Przestrzeli i czas są według' niego '-formami 
poglądu a priori,,, od wszelkiego doświadczenia niezależnemi ; stąd 
twierdzenia. Matemalyki zasadnicze są prawami koniecznemi i po- 
wszeebnemi. '/. tego wszakże, że wszystkie zjawiska uważamy, jak- u 
zachodzące w przestrzeni i w czasie, nie wynika jeszcze, aby fornsy 
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matematyczne były tylko konstrukeyami wewnątrz prz estrzeni i cza- 
su; przeciwnie pojęeiamn:tematyezne są ogólniejsze od pojęeiaprze- 
strzeni i czasu : czas jest jednym z przykładów formy jednowymia- 
rowej, ijrzestrzcń przykładem formy trójwymiarowej. Liczenie od- 
bywa się w czasie, ale liczba — wytwór liczenia— nie ma w sobie 
nic z pojęcia czasu ; formy geometryczne wyobrażamy sobie w prze- 
strzeni, ale pojęcie rozmaitości wielowymiarowej nie koniec/nie 
mieć winno eccliy przestrzenno. 

Wroński, którego poglądy na całość badań matematyczny cli 
postaramy się w książce nas/ej przedstawić, iv podstawowem swem 
dziele o (ilozofiii Matematyki"' w tworzeniu jej zasad idzie za Kan- 
tem. Matematyką nazywa on naukę o wielkości, uważanej intuicyj- 
nie | poglądowo j; wielkością jest u niego, jak i u Kanta, "stan przed- 
miotu uważanego z punktu widzenia syntezy togo, i-o zawiera iv sobie 
jednorodnego,.. Inaczej mówiąc, przedmiotem Matematyki jest forma 
t. j. sposób bytu natury czyli świata zewnętrznego, gdy przeciwnie 
treść tegobytuje^t przedmiotem Fizyki. Formą świata zewnętrznego, 
powstającą ze stosowania praw transcendentalnych zmysłowości do 
zjawisk, dany c-łt a posteriori, jest czas dla wszystkich, a przestrzeń dla 
przedmiotów zewnętrznych. Trawa czasu i przestrzeni są prawdziwym 
przedmiotem .Matematyki. Prawa te mogą być uważano in conereto 
lub inabstracto; w pierwszym razie stanowią przedmiot Matematyki 
czystej, w drugim — stosowanej. Stosując do czasu, uważanego obie- 
ktywnie za należący do zjawisk fizycznych, danych a posteriori. 
prawa transcendentalne poznania, a mianowicie prawo ilości, wzięte 
ogólnie, dojdziemy do pojęcia następstwa momentów, a w najwyż- 
szej tegoż abstrakcji do liczby. Stosując, znowu to samo prawo 
do poglądu pvzest.iv cni. juko należącej do zjawisk fizycznych, da- 
nych a posteriori, dojdziemy do pojęcia "'łączności,, (obokleżnośri. 
co :ij on et. i on) punktów, a w najwyższej t..:goż abstrakcji do pojęcia 
rozciągłości. Liczba i rozciągłość są. więc. ostatecznie przedmiotem 
Matematyki. To określenie Wrońsk i ego mogłoby być wystarcza- 
jące i w dzisiejszym stanie wiedzy, jeżeli w liiem liczbę uważać bę- 
dziemy nie za związaną z następstwem momentów czasu, lecz ja- 
ko formg zupełnie od czasu niezależną; pod nazwą zaś rozciągłości 
rozumieć będziemy nietylko formy przestrzenne ale i ogólnie rozmai- 
tości wielowymiarowe. 

Twórca filozofii pozytywnej. Comte, współczesny Wrońsk i u- 
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mu, abj r t jednostronnie pojmował zadanie Matematyki. I Com- 
tek wprawdzie nie zadawalniało określenie Matematyki, jako nauki 
o wielkościach; nledosiateezność wszakże określenia widział on nii 
w tern, że pojgcie wielkości nie obejmuje wszystkich pojgć matema- 
tycznych, lecz w tem, ze nie wskazuje, o co w Matematyce idzii 
przy badaniu wielkości. Comte widzi cel Matematyki w mierzenia 
wielkości, nie w mierzeniu wszakże zi\ykłćm i bc/pośredniem, które 
nie inoże stanowić jeszcze nauki, leez w mierzeniu po.średnieia. 
„W oznaczaniu jednych wielkości przez drugie, według związków ści- 
słych, jakie między niemi istniej ą n B . Dla Co nit e'a Matematyka nie 
ma właściwie odmiennego zadania od nauk fizycznych, które 
wnież szukają, związku pomiędzy wielkościami, zaehodziieemiwzja' 
wiskach; tylko ze zjawiska, badane przez .Matematykę, są bardziej 
proste, a przedmioty jej oderwane, 

Ograniczenie Matematyki do roli nauki niejako pomocniczej dla 
badań ti/ykalnyeli odejmuje jej cli a rak ter wiedzy niezależnej, po- 
wstającej i rozwijającej się o silach własnych przez samodzielne 
twór/ 1; nie pojęć, nie zawsze bezpośrednio związanych z przedmio- 
tem doświadcz en i li. Matematyka w rzeczy samej zajmuje w syste- 
mie wiedzy ludzkiej stanowisko odrębne. Nadając przedmioty tylko 
ze względu na ich własności formalne, albo, jak mówi Wundt', 
ze względu no, porządek, a nie treść rozmaitości, danych w doświad- 
czeniu, albo też, co na jedno wychodzi, ze względu na fwikcye 
intelektualne przy spostrzeganiu przedmiotów, nit: zaś ze względu na. 
treść wrażeń zmj slowych, Matematyka jest nauką formalną i tem 
różni się od nauk doświadczalnych czyli realnych, w których do 
właściwości czysto formalnych przybywa szczególna jal-ośt- (ąualitas i 
dominiów, t. j. najprostszych części składowych rozmailości. Stosu- 
nek Matematyki i nauk doświadczalnych określić można w ten 
sposób, że "pierwsza ma za przedmiot to, co w doświadczeniu jest 
według warunków formalnych mcżliwem, drugie to, eo według for- 
my i treści jest rzeczywistetn„ 8 . Wyjaśnienie tego stosunku wskażą 
niejednokrotnie dalsze artykuły. 



Nazwę wielkość spotykamy już u Euklid 
o wielkości zaliezą się formy geometryczne : 



;a, według krurego 
ie, kąty, powierzch- 
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nic, ciała, ora?, liczby całkowite, które maja następujące cechy 
wspólne: wielkości jednorodne można porównywać, dodawać, odej- 
mować i dzielić na, części. Według 1 Hankela 11 , pojęcie "wielkość,, 
nie potr/ebuje wcale definieyi metafizycznej, ale tylko wyjaśnienia. 
Wielkością nazywa on każdy przedmiot, który jest większy, mniejszy 
lub równy innemu przedmiotowi, który może być uwielokrotniony 
lub dzielony na części, albo, wyrażając się słowami Bolz ano lu , 
"który należy do gatunku rzeczy, z których dwie którekolwiek 
.1/ i ;V nie mogą mieć nigdy innego stosunku, jak ten. że su albo ró- 
wne, albo jedna jest sumą zawierając:! jedne z nich jako część"'. 
Szeroko rozwodzi sic nad pojęciem wielkości P. Dubois-Rey- 
raond", którego wywody postaramy sio tu streścić. 

Xie wszystkie szeregi wyobrażeń, z jakiem i można wykonywać dzia- 
łania matematyczne, podpadają pod zwykle określenie wielkości, t.j. 
nit! wszystkie dają sic porównywać liczebnie, jak np. długości lub 
ciężary. Wielkością matematyczną jest ogół (Inbegrifi"! następstwa. 
takich tylko wyobrażeń, o którym powiedzieć można, że 1. każde po- 
jedyncze wyobrażenie ma w tein następstwie- miejsce dostatecznie okre- 
ślone; X pomiędzy wielkościami danego następstwa lub też pomię- 
dzy wyobrażeniami, nalożącemi do innych ustalonych następstw, 
Mnieju związki, które mogą być kombinowane w nowe związki. Trze- 
ba przyznać, że to określenie, będące abstrakcyjnem przedstawieniem 
znanych cecli każdej wielkości, po dl czając ej porównaniu z innemi, 
nie jest wcale jasnem; zresztą nie zadawalnia ono i samego autora, 
który widzi w nićmi "produkt dyplomatycznej sztuki detinicyi, nie 
dający wcale po/na.ć ani zakresu ani treści tak delikatnego i boga- 
to rozwiniętego pojęcia, wielkości,,. Jak nie możemy poznać, po- 
wiada trafnie D ubois-Roy mond, nowej formy zwierzęcej, ozna- 
czając liczbg płaszczyzn, która ją w sobie zamyka, tak samo po- 
wyższa definieya nie daje nam poznać, ozem jest wielkość mate- 
matyczna, i czem różni się od wielkości nicmatematycznćj. Szuka 
przeto Dubois -Reymont! tego pojęcia we wszystkich dziedzi- 
nach, w których je przypuszczalnie znaleźć może. i bada następnie, 
co wszystkie przypadki mają w sobie w-pulncgo. 

W przeglądzie tym znajduje najprzód wielkość matematyczna, 
w iicciie.jako w Ytitslkośeiprzerytoanęj, która, się wprawdzie różni za- 
sadniczo od wielkości dąyUj, jaką naprzyktad widzimy w linii geo- 
metrycznej, |_« formach ciągłych i przerywanych mówić będziemy 
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wart 3.], ale różnice te usuwa powoli rozwój Matematyki, gdyż wiel- 
kość ciągła, aby mogia być snierzeną, poddaną być musi pod poje- 
cie liczbowe. Przykładem wielkości matematycznych cią,jilych są 
d'ugośei, powierzchnie, objętości, ciężary, czas, prędkość, siln. ilość 
ciepła, natężenie światła, napięcie elektryczne, siła prądu elektry- 
cznego itd. Typem wszystkich tych wielkości może być odcinek linii 
prostej, .lal; odcinki niosą być dodawane i dzielone na części, jak 
różnice odcinków, wielokrotności i części tychże nic zmieniają swej 
natury, dają się porównywać, powiększać i zmniejszać, podobnie 
i każda z wymienionych wielkości to same własności posiada. Z te- 
go powodu nazywa je wszystkie imełkośeiami matemati/cznemi lincav- 
nemi. Do tych wielkości należą, według niego, nie tylko wielkości, 
wzięte ze świata zewnętrznego, ale i takie, do których prowadzi ba- 
danie życia psychicznego, a więc np, wrażenia, jako stopniujące s r ę 
w zależności od podrażnienia zewnętrznego. Cala dziedzina Psychfi- 
fizyki opiera się właśnie na tej możliwości zaliczenia wielkości ba- 
danych do szeregu wielkości linearnych. 

Do wielkości niclinearnye.h, należących do dziedziny badania ma- 
tematycznego, zalicza Dubois-Rey mond przedew.szystkiem wiel- 
kości, "powstajii.ee ze stosowania działań matematycznych po za 
granicami naturalnej ich stosowalności,,, albo przypomocy auatogij. 
"którym nie przypada w udziale żadne liczbowe znaczenie,,, jak np. 
wielkości urojone, lub pojecie "'nieskończoności funkcyj r . Do pierw- 
szych nie przypada bezpośrednio pojęcie większości lub mniejszo- 
ści, które przenosimy do ich modułu", przy drugich o większości 
lub mniejszości rozstrzyga nie różnica lecz iloraz. Jeżeli minio to 
ti formy matematyczne nazywamy wielkościami, to tylko dlatego, 
że możemy wykonywać nad niemi rachunki lak samo jak nad wiel- 
kościami linea.niemi. rozumie się, przy pewnens ograniczeniu l.nb 
niodyfikaeyi zasadniczych praw działań. Takie wielkości nielineanie 
nazywa Dubois-Reymond ana/ity<:?>irm.ł'. 

Jest wreszcie trzecia kategorya wielkości, różna zupełnie od po- 
przednich i nie nadająca się, według Dubois- Rey mon da, do 
traktowania inaiomalycznogo. Nazywa je on wiett-oh-lwi 'jirvn?h->i 
| SpiclgrO-sen] ; w tych do elementu, który poddaje się rachunkowi. 
przybywa element iiiematcmatyczny "błędów myślenia,. 

Istotne własności wielkości linearnych zamyka Dubois-Rey- 
mond w następujących określeniach: 
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i. Wielkości matematyczne linearne sa. albo równe albo nieró- 
wne. Kównemi są wtedy, gdy ich objawy zmysłowe sprawiaj;; za- 
wsze to samo wrażenie przy tych samych warunkach. Jedna wiel- 
kość jest większa od drugit'.!, gdy obraz zmysłowy jednej może być 
/mremciny za pomocą "wyczerpania,, [t. j. przez kolejno zmnieis^a- 
nie] w taki sposób, ze zawrze w sobie całkowicie obraz drugiej : ale 
nie odwrotnie, 

II. Żadna szczególna z wi ul kości linearnych danego gatunku [t.j. 
żaden odcinek z pomiędzy możliwych odcinków ]. nie posiada sam 
przez sic pierwszeństwa przed innemi, i dlatego nie posiadamy wy- 
obrażenia kresu |gramcy|, koniecznego tak dla małości jak i wiel- 
kości [Grossheit] którejkolwiek z nich. 

III. Dwie lub więcej wielkości tego samego gatunku, dodane do 
siebie, dają wielkość lego samego gatunku, większą od każdej z czę- 
ści składowych. Każda wielkość może być dzielona na dowolni], licz- 
bę części, z, których każda jest mniejsza od wielkości danej. 

IV. Jeżeli jedna wielkość jest. większa od drugiej, to istnieje za- 
wsze trzecia wielkość tego samego gatunku, która, dodana do dru- 
giej, daje pierwszą. 

V. Wielkości równe lnu nierówne, z których najmniejsza nie ma 
być mniejszą od wielkości dowolnie małej, można zawsze iv dosta- 
tecznej liczbie połączyć tak, aby otrzymać wielkość, nie niniejszą 
od jakiejkolwiek wielkości dowolnej tego samego gatunku. 

VI. Wielkości dają się niezlie/oiicmi sposobami dzielić na mniej- 
sze; między temi sposobami wyróżnia się ten, w którym wielkość 
rozpada się na dwie. trzy i więcej części równych. Dzielenie wiel- 
kości daje się prowadzić t.ak długo, dopóki wszystkie części nie 
staną się mniejszemi od wielkości dowolnie malej, I.ecz jakkolwiek 
daleko prowadzić będziemy w myśli ten podział, części otrzymywa- 
ne będą zawsze tego samego gatunku, co dana wielkość. 

Wyłożona w tych twierdzeniach f.eorya, jest urobiona na podsta- 
«ii; doświadczenia i stosuje się przedew^zyslkiem do wielkości geo- 
metrycznych. Gdy idzie o formy matematyczne, ogólnie uważane, 
pojęcie ich równości lub nierówności nie może oczywiście opierać 
sie na porównywaniu wrażeń zmysłowych, jak chce Dubois-Eey- 
mond, lecz, musi być dane za pomocą określenia formalnego, takie- 
go np., jakie znajdujemy u II. Grassmanna 1:1 . Pojęciem widko- 
ćciowem, według G r ass manna, nazywamy takie pojecie, że dwa 
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podpadające pod nie przedmioty mogą być uważane za równe lub 
nierówne. Równem! nazywa on takie przedmioty, gdy w każdym 
sądzie [Aussage| jeden można zastąpić drugim. Należy to rozumieć 
w ten sposób, że gdy A = B, B= C, to stąd wynika /!= C, i że tym 
sposobem A, B, C mogą się wzajem zastępować we wszelkich po- 
łączeniach czyli działaniach. Bez takiej podstawy żadna teorya 
działań nie byłaby weate możliwą.. Co się zaś tyczy określenia nie- 
równości np. większości, to musi ona czynić zadość warunkowi : 
„Jeżeli A>B, iij> C, to A> C. Ale warunków tyeh dla równości 
i nierówności beefj'j£ref.ln.M do wszelkich fonu matematycznych sto- 
sować nie można, i dlatego przy każdem nowo wprowadzanćm po- 
jęcia przedmiot ten wymaga oddzielnego roztrząsania. 

Podział wielkości na linearne i nielinearue jest zbyteczny, jeżeli 
dla przedmiotów badania matematycznego zachowamy ogólną na- 
zwo formy, a wielkościami nazywać będziemy takie formy, do któ- 
rych potrafiliśmy zastopować pojęcia równości, większości i mniej- 
szości. 

Pytanie o możności .stosowania działań i metod Matematyki do 
form, otrzymywanych z abstrakcyi przy badaniu przedmiotów i zja- 
wisk świata zewnętrznego, a mianowicie określenie ich równości 
i nierówności, oraz sposób wprowadzania ich w o wzajemne związki n ii' 
są tak proste, jak to z przykładów życia codziennego wydawać 
się może. Pytanie to wymaga gruntownego oświetlenia, opartego na 
wynikach teoryi ogólnej działań matematycznych. Podjął je nieda- 
wno Helmholtz w rozprawie o liczeniu i mierzeniu 14 . 

Helmholtz- uważa Arytmetykę czyli naukę oliezbach za meto- 
dę, zbudowaną na faktach czyslo-psychologicznych, która uczy nale- 
żytego używania układu "znaków,, [liczb] o nieograniczonej rozcią- 
głości i zdalnych do nieograniczonej subtelności [Verfcinonui;;|. 
Liczby są zatem, według niego, symbolami, "dającemi nam opis 
przedmiotów rzeczywistych; opis, któremu możemy nadać żądany 
stopień dokładności i za pomocą którego dla wielkiej liczby przy- 
padków działania ciał, pozostających pod władzą znanych praw 
przyrody, można znaleźć rachunkowo wartości liczbowe, mierzące 
skutek działania,,. Zapytuje dalej Heliuholt/, jakie jest objekiy- 
wne znaczenie tego faktu, iż stosunki rzeczywiste pomiędzy przed- 
miotami wyrażamy, jako wielkości w liczbach mianowanych, i przy 
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jakich warunkach uczynili to można? Pytanie to, według niego, roz- 
pada się na dwa następujące : 

I, Jakie jest znaczenie objektywnc faktu, że dwa przedmioty 
uważamy za równe w pewnym względzie? 

n. Jaki charakter musi mieć fizyczne łączenie dwóch przedmio- 
tów, aby ich atrybuty porównalne można było uważać za dodajne 
[ai.lditiv |, t, j. mogące być dodanemi, i za wielkości, dające się wyra- 
zić liczbami mianowanemi? 

Przy stosowaniu Arytmetyki do wielkości fizycznych, przybywa 
do pojęć równości i nierówności, które wymagają wyjaśnieniu, jeszcze 
\u)\t\-\v- jednostki. Uważa Helmholtz, że bez potrzeby ogranicza- 
my dziedzinę stosowalności twierdzeń Arytmetyki, gdy wielkości 
fizyczne z góry przyjmujemy, jako złożone z jednostek. 

Wyłożywszy najprzód teoryą dodawania i odejmowania liczb 
''czystych,,, w czćm głównie opiera się na t córy i Grassmanna l3 , 
przechodzi Helmholtz do określenia wielkości fizyczny cli, ich 
równości i działań nad niemi. Wielkościami nazywa, jak zwykła, 
przedmioty lub atrybuty przedmiotów, do których stosować można 
pojęcia równości, większości i mniejszości. Postępowanie, za pomo- 
cą którego do każdej uważanej wielkości przystosowuj umy liczbo 
tak, aby różnym wielkościom odpowiadały liczby różne, i aby liczbu, 
odpowiadająca danej wielkości, mogła zastępować ją w ciągu rozn- 
wania. jakie przeprowadzamy nad wielkościami, nazywa mk>';eme).-i. 
Stosunek, zachodzący między atrybutami dwóch przedmiotów, na- 
zywający się rótwiuk'!'!. charakteryzuje pewnik: 

"Dwie wielkości, z których każda jest równa trzeciej, są sobie ró- 
wne,, . 

Nie jest to, jak mówi Helmholtz, pewnik o znaczeniu objekty- 
wnćm; zadaniem jego jest wskazanie tylko, jakie związki fizyczne 
winniśmy określić nazwą równości. 

Jeżeli A=C, i B=C, to stąd wynika A=S, jak również B=A. 
Stosunek równości jest wzajemny. 

Równość porównywanych atrybutów jest wogóle przypadkiem 
wyjątkowym i przy spostrzeganiu faktyczne m może być wskazaną 
jedynie w ten sposób, że dwa przedmioty równe, spotykając się lub 
działając wspólnie pod odpow ieduicmi warunkami, dają spostrzedz 
szczególny skutek, nie zachodzący pomiędzy innemi parami podo- 
bnych przedmiotów. Postępowanie, za pomocą, którego wprowadza- 
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my prze rt mioty badanu w takie właśnie warunki, aby zachodzenie 
tego skutku można było .stwierdzić, nazywa HelmłioHz metoda 

porównam' u. 

% powyższego pewnika wynika najprzód, że skutek porównania 

nic umienia się, jeżeli oba przedmioty przestawimy, stosując metodę 
porównania. Dalej, jeżeli okazało sig, że dwa przedmioty 4 i B wą 
równe, i jeżeli za pomocą tej samej metody porównania znaleziono, 
że przedmiot .ii równa się trzeciemu przedmiotowi 6'. to wnioskujemy 
stąd i za pomocą tej metody sprawdzić możemy, iż przedmioty B i C 
są równe. 

To są, warunki, jakie stawia Helmholtz metodzie porównania. 
Tylko takie: metody są w .sianie wykazać równość, które warunkom 
tym czynią zadość. 

Wielkości, o których równości lub nierówności przekonywamy 
siy y -' d pumoeą tej samej metody porównania, nazywają się jednoro- 
dnemu. Jeżeli alrybut. kiórego równość lub nierówność z atrybutem 
innego przedmiotu znaleźliśmy, oderwiemy za pomocą uhstrakcyi 
od wszystkiego, eo w tycli przedmiotach jest wogóle rożnem, pozo- 
stanie nam dla odpowiednich przedmiotów tylko różnica wielkości. 

Na przykładach pokazuje Helmholtz, jakie metody porówna- 
nia obmyślono dla rozmaitych gatunków wielkości : dla ciężarów, 
odległości punktów, przedziałów czasu, jasności światła, wysokości 

Następnie bada warunki, przy jukmli połączenie lizyczne dwóch 

wielkości może być nazwane dodaivankn>.. Są one: 1°) jednorodność 
sumy i .składników; 2") prawo przemienności, według którego wynik 
dodawania jest niezależny od porządku, w jakim dodajemy skła- 
dniki; li") prawo łączności, wodlug którego połączenie wielkości 
jednorodnych może być uskutecznione w ten sposób, że dwie lub 
więcćj v, nieb zastąpimy jedną, która jest ich suma.. [O prawne li 
dodawania, mówić będziemy szczegółowo w następnych ro/dzialach|. 
Ponieważ wynik dodawania uważamy za większy od każdego ze 
składników, posiadamy przeto możność poznania, która z dwóch 
wielkości jest, większa, a która niniejsza. Przy takich wielkościach, 
jak przedziały czasu, długości, ciężary, które znamy od wczesnego 
dzieciństwa, nie mamy nigdy żadnej wątpliwości co do lego, co jest 
większe lub mniejsze, bo znamy metody dodawania tych wielko-cl. 
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Gdy takie dwie wielkości są równe, to i wielkości od nich zależni.', 
utworzone dla obu w sposób zupełnie jednaki, są równe; ale co na- 
leży uważać za dodawanie takich wielkości, o tem rozstrzyga tylko 
doświadczenie. Są np. przypadki, gdzie możliwe są dwa gatunki 
dodawania. Tak np. za pomocą tej samej metody porównania ozna- 
czamy w Fizyce, czy dwa druty mają równy opór galwaniczny w. 
albo też czy mają równą zdolność przewodnictwa A, gdyż w = \(l. 
Lecz opory dodajemy, umieszczając druty tak, aby prąd prze- 
biegli po koki jeden drut za drugim; zdolności zaś przewodnictwa, 
dodajemy, umieszczając druty tak, aby końce ich odpowiednio były 
zląc/one. Pytanie, cojest większe a co mniejsze, znajduje dla oporu 
odpowiedź przeciwną niż dla przewodnictwa. Podobnież, i konden- 
satory elektryczne [butelki lejdejskiej umieszczamy obok siebie lub 
jeden za drugim; w pierwszym przypadku dodajemy pojemności, 
w drugim pokmcyaly [ napięcia | dla równego aaiaihiwa/iia. 

Wielkiego uproszczenia doznaje przedstawienie wielkości dopiero 
wtedy, gdy je rozłożymy na jednostki i przedstawimy za pomocą 
liczb mianowanych. Wielkości, które można dodawać, dują się 
w ogólności i dzielić. Jeżeli bowiem każdą z uważanych wielkości 
możemy uważać, jako powstałą z dodania pewnej liczby składników 
według praw dodawania, to. jeżeli idzie o jej wartość, możemy 
ją za.sląpić przez sunie tych składników. Te składniki równe są 
wtedy jednostkami. Jeżeli wielkość nie jct. podzielną bez reszty 
przez dobraną jednostkę, dobieramy wtedy jednostek niniejszych, 
a to pracz podział jednostki poprzedniej na części równe. Tylko 
w przypadkach wymiorności mogą być wielkości wyrażone przy 
pomocy jedno-tek z zupełną dokładnością. 

Oprócz wielkości, dla których zawsze określić można dodawanie, 
istnieją szeregi stosunków, wyrażaliiych za pomocą liczb mianowa- 
nych lub jiiemianowanycli, dla których to stosunków nie znamy do- 
tąd połączenia, które można by nazwać dodawaniem. Stosunki te 
zachodzą wtedy, gdy związek pomiędzy wielkościami dodujnenii 
ulega wpływowi pewnej specyficznej substaucyi, pewnego ciała i t. p. 
Tak np. prawo załamania światła wyraża, że pomiędzy wsfawą kąt;: 
podania i wstawą kąta załamania, promienia oznaczonej długości 
fali, przechodzącego z próżni do substaucyi przezroczystej, istnieje 
stosunek oznaczony. Dla różnych ciał .stosunek ten wszakże jest ró- 
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żuy, stanowi zatem własność specyficzną, danego ciała, wyraża jego 
zdidność załamania. Podobno znaczenie; mają: ciężar właściwy, zdol- 
ność przewodnictwa elektrycznego, pojemność cieplna. Podobnej 
natury są. pewne stale, które nazywamy stałemi całkowania w Dy- 
namice. Możemy wprawdzie dodawać liczby oderwane, odpowia- 
dające tym wielkościom, ale jakie znaczenie przypisać by można 
dodawaniu samych wartości? Hel mbol tz utrzymuje, że różni ca 
tycli stosunków, które nazywa ''współczynnikami,,, ml prawdziwych 
wielkości nie jest istotna, że z czasem nowe odkrycia mogą dopro- 
wadzić do znalezienia połączeń dodajuych tych "współczynników,,. 
przez co staną się one wielkościami w zwykłem znaczeniu tego 
wyrazu. 

Teorya Hel mli o Hz a ma tę zasługę, że kładzie nacisk na 
konieczność badania warunków stosowalności działań matema- 
tycznych do wielkości, przejmowanych z badań fizykalnych, 
a przedewszystkiem na warunki równości i dodawania. W samej 
rzeczy, gdy idzie o przeniesienie działań liczbowych na połączenia 
wielkości, potrzebną jest. wielka ostrożność, aby , jak się wyraża Kr o- 
necker, przez rozszerzenie znaczenia wyrażeń technicznych nie 
ucierpiała dokładność przedstawienia. I" waga o ''współczynnikach., 
jest ważną i wskazuje na zagadnienia, które; nauka ma cozwią/.ae 
w przyszłości. Sprowadzenie wszystkich "współczynników 7 ,, do trzech 
jednostek zasadniczych długości, czasu i masy — jak to czyni Fizy- 
ka nowoczesna, — jest zdobyczą ważną, ale zdobycz ta dotąd ogranicza 
■się, jak wiadomo, przeważnie na wyrażaniu wymiarów współczynni- 
ków za pomocą odpowiednich symbolów 11 . Niektórym tylko "współ- 
czynnikom,,, jak prędkości, |H'zyspieszeniu, sile. momentowi, it.p. na- 
uka nadała postać wielkości zwykłych [ekstensywnych] i bada je wy- 
czerpująco, analitycznie i geometrycznie. Helmholtz przewiduje, 
że toż samo stanie się z innemi "współczynnikami,,, to jest, że np. 
d.itdawaniu iełi będzie można nadać znaczenie iizykałne w ten sam 
sposób, w jaki mają je dodawanie prędkości, sił, momentów i t. p. 

A priori wydaje się możliwą i inna droga, a mianowicie, odszu- 
kanie warunków działań bezpośrednich nad "współczynnikami,,, bez 
sprowadzania ich do wielkości zwykły cli. Meioda łaba byłaby w ta- 
kim stosunku do metody poprzedniej, w jakiem jest naprzykład 
badanie bezpośrednie form geometrycznych za pomocą, metod 



Hosted by 



Google 



3] „„„-„«„„„, c„«, li 

geometryi syntetycznej do badania ich pośredniego za pomocą. ki rui 
liczbowych w geometryi analitycznej, liylaby to "Matematyka wiel- 
kości intensywnych,, w przceiw-dawicniu do dzisiejszej Matematyki 
wielkości ekstensywnych. W takiej Matematyce teorya jednostek 
fizycznych mogłaby rozwinąć się w samodzielna umiejętność. Nie 
wchodzimy tu w rozstrzygnięcie tego pytania, powiemy tylko, że 
wszystkie dotychczasowe próby utworzenia podobnej Malematyki 
nie dały zadawalających rezultatów, Nietylko Fizyka ale i Psychu- 
fizyka, mająca do czynienia z wielkościami intensywnymi, stara 
się dla badań swych znaleźć odpowiednie formy liczbowe lub geo- 
metryczne lft . 

3. POBMT PRZERYWANE I CIĄGŁE. 

Formy niatem a tyczne dziel;], się aa przerywane i ciągła. Przykła- 
dem pierwszych jest układ liczb całkowitych, szereg punktów, po- 
myślanych dowoinie na prostej, płaszczy /nie lab w przestrzeni ; ja- 
ko przykład drugich służyć mogą: continuum liczb, linie, powierzch- 
nia, przestrzeń geometryczna, czas. 

Pragnąc określić ciągłość, natrafiamy na wielkie trudności. Cant 1 ' 
nazywa ciągłością tę własność wielkości, mocą której żadna jej 
część nie jest najmniejszą możliwą. "Czas i przestrzeń są eiągłemi. 
bo nie może być dana żadna ich cześć, któraby nie dala się zamknąć 
pomiędzy dwiema granicami j punktami lub chwilami], tak że czę- 
ścią, przestrzeni jest znowu przestrzeń, częścią czasu — czas„. 

Właściwie mówiąc, ciągłość np. linii sprowadza się do tego, 
■/.•:■ między każilemi, dowolnie pomyślanemi. punktami na nir-j można 
pomyśleć sobie punkt trzeci. Czy przestrzeń, objektywnio uważana 
jako podśeielisko zjawisk fizycznych, jest w istocie rzeczy ciągłą 
w tern znaczeniu, tego doświadczeniem rozstrzygnąć nie można. Wo- 
źna najwyżej uważać to za postulat, który nam umożliwia wszelkie 
pomyślane konslrukcye, G. Cantor ls utrzymuje, że ciągłość prze- 
strzeni polega na tern, iż każdy punkt, którego współrzędne #, y, z 
względem pewnego układu dane sa. w lic/.baeli rzeczywistych, wy- 
miernych lub niewymiernych, uważa się jako istotnie do przestrzeń! 
należący. "Do podobnego uważania nio ma wszakże wewnętrznego 
musu, stanowi ono akt wolny działalności konstrukcyjnej nasze- 
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go umysłu,,. Hypoteza ciągłości przestrzeni jest, według Cantom, 
jedynie dowoluem założeniem o zupełnej jednoznacznej odpowiednio- 
ści miedzy czysto arytmetycznem continuum (z, y, z) a przestrze- 
niu, będącą podstawa świata zjawisk. Ta swoboda umysłu sięga 
nawet tak daleko, że można utworzyć pojecie przestrzeni niecią- 
głej, w której ruch odbywa się sposobem ciągłym. 

Toż samo utrzymuje Dedekind 19 , według którego ciągłość 
przestrzeni nic jest weale konieczną podstawą geometry i, bo w niej 
nigdzie nie bywa należycie wyjaśnianą. Jeżeli obierzemy sobie. 
twierdzi D e d e k i u d, trzy punkty dowolne A, B, C, nie leżące na 
jednej prostej, z tern tylko ograniczeniem, aby stosunki ich odle- 
głości AB, AC. BC były liczbami algebraieznemi, i będziemy uwa- 
żali za istniejące w przestrzeni tylko te punkty M, dla których sto- 
sunki AM, BM, CM do AB wyrażają się również liczbami algebra - 
cznemi; wtedy przestrzeń, złożona z punktów M, będzie oczywiście 
nieciągłą, i pomimo tej nieciągłości, konstrnkeye, które uskutecznia 
w niej geomelrya, clemcmarna, dadzą się zupełnie wykonać tak sa- 
mo, jak w przestrzeni ciągłej. 

Tak jest bezwątpienia. Zachodzi tylko pytanie, czy porównywanie 
stosunków odległości nic wymaga w istocie rzeczy ukrytego przy- 
jęcia pewnych form ciągłych i czy wogóle ta nieciągłość przestrzeni 
da się pojąć czy wyobrazić bez pewnej rozmaitości ciągłej? W ka- 
żdym, rasie, usuwając tę ciągłość z przestrzeni, Cantor i llede- 
kind wprowadzają ją do układu liczb. Podobny pogląd wygta- 
szają I niektórzy filozofowie. "Ciągłość, powiada Cohen 5 ", jest 
ygóluą pod.siawą samowiedzy, walnym warunkiem myślenia, którego 
działalność okazuje sic w ciągłości [nieskończonej podzięki ości | 
przestrzeni, lecz przedewss/yst.kiem w tej dziedzinie matematycznej, 
która jest najbliższą ogólnego myślenia., a wiec nauce o liczbie,,. 

Inni uczeni są przeciwnego zdania. Twierdzą oni, że ciągłość 
spoczywa przede wszy-ukieiu w formach geometrycznych, w prze- 
strzeni. W błędzie jest Dodekind, powiada A. Fick", jeżeli 
nie w Geometryi, lecz w dziedzinie liczb szuka ciągłości. "Ciągłość 
nie może nigdy leżeć w akcie liczenia, ani z liczenia powstać; szu- 
kać jej należy tylko w wyobrażeniu przedmiotów liczonych,,. 

Przeciwieństwo tych poglądów polega na różnicy zasad teorety- 
czno-pozuawczych wiedzy ludzkiej w ogólności ; w .Matematyce sa- 
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mej nie sumowi ono przeszkody w rozwoju jej pojęć. W Geometry) 
m.uliiość, tkwiąca, w pojęciu ciąglu-ri, nie występuje wyraźnie; roz- 
poczyna się ona właściwie dopiero wtedy, gdy idzie o stosowanie 
analizy do badań geometrycznych, oraz Matematyki wogóle do ba- 
dań fizykalnych. 1,'niknąć tego pojęcia niepodobna; usunięto 
z przestrzeni zjawia się ono w układzie liczb i odwrotnie. Układ 
liczb całkowitych okazuje się niewystarczającym do opisu form 
wszystkich; "sieć .Arytmetyki,, jak się dosadnie wyraża Wornic- 
kc Si! , ma początkowo za wielkie oka,,, aby mogła pochwycić twory 
świata zewnętrznego. Umysł ludzki rozpoczyna przeto pracę twór- 
czą nad zagęszczeniem tej sieci: wprowadza kolejno ułamki, liczby 
niewymierne i przestępne i wznosi sio do pojęcia continuum. Te to 
właśnie zagadnienia czynią koniecznem wprowadzenie pojęcia cią- 
głości form na zasadzie ścisłego określenia, którego należy pilnować 
aie na wszystkich stopniach rozumowania. 1'rzedmiot ten we wła- 
śoiwem miejscu będzie należycie wyjaśniony; tu powiemy tylko, że 
jest. niezmiernie ważnem staranno oddzielenie tych prawd, cila uza- 
sadnienia których niejest koniecznem wyraźnie pojecie ciągłości, od 
luierdzeń, które jedynie przy pomocy ciągłości uzasadnić się dadzą. 
Na punkt ten w wywodach naszych szczególną zwracać będziemy 
uwagę. 

Powiemy jeszcze, w jaki sposób wprowadza Grassrnann poję- 
cie ciągłości do swojego wykładu Matematyki. Formy matematyczne. 
stanowiące przedmiot nauki Grassmannowskiej, którą nazwał nauką. 
ro;:c,ą-i!ińi:i [Ausdcliuungslehre;, są to formy rozciągłe, wielowymia- 
rowe i ciągle, które wszakże nic mają być poglądowemi. jak formy 
przestrzenne, lecz "czysto myślowemi... To tez usiłuje Grassrnann 
nadać swym formom ciągłość na podstawie określenia, które, brzmi 
w ten sposób - :! : "Każda forma myślowa, ziaje z/ę w sposób dwojaki: 
albo przez prosty akt jej tworzenia |Krzeugen|, albo przez akt po- 
dwójny postawienia [Setzen] i połączenia [Yorknupfen]; forma, po- 
witała pierwszym sposobem, nazywa sio ciągłą, [musiała drugim — 
przerywaną,,. Przeciwieństwo wsz;ikżeiyeh dwoeli rodzajów form nie 
jest. według niego, stanowcze: forma bowiem przerywana może być 
uważaną, za ciągłą i odwrotnie. I tak, jeżeli to, co łączymy w for- 
mę, uważamy w myśli, jako stawającc się, a sam akt łączenia za mo- 
ment stawaniasię, forma przerywana może być poczytana za ciągłą. 
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Jeżeli, przeciwnie, pojedyncze momenty stawania się uważać bę- 
dziemy za akty łączenia, to forma ciągła może być poczytana za 
przerywaną. 

Nie wiem, czy czytelnika zadowolili to kunsztowne określenie cią- 
głości. Bezwątpienia dostrzeże on w niein pozorne ominięci-: tylko 
tych samych trudności, które napotykamy, chcąc określić bezpośre- 
dnio utwory przestrzenne ciągłe. Pokazuje to wyraźnie, że zaga- 
dnienie o ciągłości, obok swej trudności czysto-matematyeznej, któ- 
rą tylko, jak to zobaczymy, za pomocą analizy zwalczyć można, po- 
siada ważne znaczenie dla Teoryi poznania w ogólności. 



4. SYSTEM MATEMATYKI. 

System wiedzy matematycznej dzieli sic na Matematykę czystą 



Przedmiotem Matematyki czysty jest badanie form, należących 
ilu pierwszych dwóch typów, o których mówiliśmy w art. 1., a więc 
form liczbowych i geometrycznych ; przedmiotem Matematyki 
stołowany sa formy trzeciego typu, t. j. formy matematyczne, 
utworzone przy badaniu zjawisk. Nazwa Matematyki stosowanej 
pochodzi stąd. że badanie form do niej należących sprowadza się., 
jak to już powiedzieliśmy, do badania form liczbowych i geometry- 
cznych. 

Do Matematyki czystej należałoby tym .sposobem zaliczyć Aryt- 
metykę, Algebrę. Rachunek wyższy czyli Analizę i Geometryą ze 
wszystkiemi ich rozgałęzieniami; do Matematyki stosowanej — Me- 
chanikę i Fizykę matematyczną 94 . 

Podział Matematyki na czystą i stosowaną nie daje się wszakże 
przeprowadzić z całą ścisłością, zależy bowiem od poglądu na pod- 
stawy Matematyki i nauk realnych oraz od danego rozwoju wiedzy. 

W samej rzeczy można z Mechaniki wyłączyć Foronomią lub Cy- 
iiematykę, t. j. naukę o ruchu samym w sobie, bez względu na siły 
działają i '.c, i zaliczyć ją do Maiematyki czystej; / drugiej zaś strony 
można Mechanikę wraz z Fizyką matematyczną, jak to czynią nie- 
którzy, zaliczyć do nauk realnych, czyli doświadczalnych, na tśj 
zajadzie, te nauki te mają z naukami nzyeznemi. oprócz głównego 
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celu, jakim jest badanie zjawisk, to wspólnego, że opierają się na. 
pewnikach, uważanych za podstawy nauk doświadczalnych. I Geo- 
metry;! też, ponieważ ma do czynienia z formami, urobionemi przy 
pomocy abstrakcji z przedmiotów świata zewnętrznego i opiera .sio 
także na pewnikach, zaliczana bywa niekiedy do Matematyki sto- 
sowanej, a nawet do nauk doświadczalnych, na równi z Mechaniką, 

Pogląd podobny znaleźć można u Newtona, w którego wieko- 
pomnem dziele 3 " czytamy, że Geometrya. ma swoją podstawę w Me- 
chanice praktycznej i jest części;; Mechaniki ogólnej, która podaje 
i uzasii dni :i sztukę ihikładuego mierzenia. G auss M jest zdania, że 
nauka o przestrzeni zajmuje zupełnie inne stanowisku względem 
wiedzy naszej o prawdach, rozumiejących sic same przez się, aniżeli 
czysta- Matematyka; brak w niej ho wiem tego zupełnego przekona- 
nia o konieczności łych prawd, a zatem o ich bezwzględnej prawdzi- 
wości, która jest. właściwością drugiej; "z pokorą wyznać musimy, 
powiada Gauss, że jeżeli liczba jest czystym produktem naszego 
ducha, to przestrzeń zewnątrz nas posiada .swa rzeczywistość, któ- 
rej my praw a priori przypisywać nie możemy... 

Wiemy już, że i Grassmann podziela ten pogląd. "Pojęcie prze- 
strzeni, twierdzi on, nio może być wytworzone przez samo myśle- 
nie; przeciwnie, przeciwstawia się ono myślenia, jako coś rlnncgo. 
Ktoby chciał twierdzić przeciwnie, musiałby prze elew szystkiem uza- 
sadnić konieczność trzech wymiarów przestrzeni przy pomocy czy- 
stych praw myślenia,.. Stanowisko Geometry! względem nauki o for- 
mach czyli Matematyki czystej zależy, według Grassmann a, od 
stosunku, w jakim poglądowość przestrzeni jest do czystego myśle- 
nia; toż samo odnosi się do czasu i do ruchu w przestrzeni 
i dlatego to Geometrya, Forometryą [FnronoTitią] i Mechanikę uważa 
on za zastosowania czystej nauki o formach do zasadniczych "po- 
glądowości„ [Anschauungen] świata zewnętrznego aj . 

Powiedzieliśmy już, że główna różnica, jaką upatrują wymienieni 
uczeni pomiędzy Matematyką czystą a stosowaną, polega na tern, iż 
pierwsza nie potrzebuje żadnych pewników i rozwija się zupełnie 
samodzielnie przy pomocy czystego myślenia; druga zaś przeciwnie 
opiera się na pewnikach, które umysł przy pomocy indukcyi ze 
zjawisk świata zewnętrznego wnosi do jej dziedziny. Rozstrzygnię- 
cie pytania, która z nauk jest czystą, która zaś stosowaną, sprowa- 
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dza się zatem do pytania z Teoryi poznania o podstawach wiedzy 
ścisłej w ogólności. Rozbiór tego pj tania nie może wchodzić 
w zakres naszej pracy ; dla naszego celu wystarczy jasne wskazanie 
stanowiska., /■ jakiego zapatruj emy się na zadania Matematyki. 
Wyraziliśmy to już na końcu artykułu 1., tu dodamy jeszcze, 
że ws/elka wiedza teoretyczna opierać się musi na pewnych 
faktach zasadniczych, bez względu na to, czy fakty te sa, re- 
zultatem indukcyi, czy też są założeniami umówionemi, na wzór 
wyników indukcyi urobionemi lub uogólnione.mi, i na mocy pe- 
wny cii dclitiicyj formalnych do nauki wprowadzmienii. Rozumie 
się samo przez się, że założenia, stanowiące podstawę nauki, nic 
powinny pozostawać z sobą w sprzeczności. Jeżeli t.e założenia wraz 
z detinieyami form, do dziedziny nauki należących, wystarczają. 
aby, przy pomocy działań i konstrukcyj czysto matematyczny cli 
i wnioskowań logicznych, zbudować umiejętność, bez potrzeby 
jakiegokolwiek zasiłku z zewnątrz; jeżeli formy i działania zdol- 
ne są do uogólnień, nauka jest czystą, w razie przeciwnym jest sto- 
sowaną. Wynika stąd, że nauka ze stosowanej może się stać czy- 
stą, jeżeli w rozwoju swym to, co do formy i treści jest rzeczywi- 
steui, zastępuje warunkami, fornialnemi. 

Możemy przeto Geometryą zaliczyć do nauki czystej, bo przyją- 
wszy raz pewien układ pewników, budujemy te. naukę przy pomocy 
konstrukcyj matematycznych na formach, wprowadzonych za pomo- 
cą detinicyj. Tak pewniki jak i formy geometryczne zdolne są do 
uogólnień, które doprowadzają do innych gatunków Geometryi, 
opierającyca się na układzie pewników, różnym od układu euklide- 
sowego, wreszcie do ogólnej nauki o rozmaitościach, która jest wła- 
ściwie tern, w czćm Grassmann widzi Matematykę czystą. Głó- 
wna różnica między tym poglądem a Grassmanowskim polega na 
tein, że to, co według naszego rozumienia stanowi jeden / przypad- 
ków szczególnych nauki czystej, u niego stanowi naukę stosowaną. 

Toż samo powiedzieć można o Mechanice, jako nauce o ruchu 
ciał przyrody, upierającej sir również na pewnikach. Można .\lecha- 
eha.uike uważać za naukę ruchu form geometrycznych, a układ jej 
pewników za układ założeń, w takim razie Mechanikę zaliczyć wol- 
no do Matematyki czystej. Stosuje się to przedewszystkiem do części 
Mechaniki, zwanej Foronomią lub Cynematyką, której przedmio- 
tem, jak to powiedzieliśmy wyżej, jc-^r ruch ciał pomyślanych w prze- 
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strzeiii, bez uwagi na siły. Można i tę gałąź Mechaniki uogólnić. za- 
stępując formę przestrzeni, w której ruch się odbywa ogólniejszą 
formą rozmaitośeiową. Jeżeli zaś w Mechanice opierani;- sig na pe- 
wnikach, uważanych za wynik indukcyi z doświadczenia alho za 
prawa natury, i w dalszem budowaniu umiejętności odwołujemy się do 
do faktów doświadczalnych, Mechanika bidzie nauką stosowaną. 
Tym sposobem Matematyko czystą składają następujące nauki : 

1. Arytmetyka, Algebra i Rachunek wyższy, które W r o ń- 
ski obejmuje jedną nazwą ogólną Algorytmii -•'. 

2. Geometrya, 

3. Foronomia czyli Cynematyka. 

Można z innego punktu widzeniu ustanowić klasyfikacją Matema- 
tyki czystej. Wiemy, że formy matematyczne [art, 3.] są przerywane 
i ciągle, mamy więc Matematykę form przerywanych, nieciągłych 
lub uważanych be/ względu na ciągłość, oraz Matematykę form cią- 
głych. Do pierwszej z nich należałoby zaliczyć Ary lino tykę, Alge- 
brę i tę część Geometry i, którą moż.na rozwinąć bez potrzeby uwa- 
żania ciągłości; do drugiej Rachunek wyższy i Geometry;; ukbdów 
ciągłych wraz z Foronomią-' 1 . 

Podział ten przyjmujemy w niniejszej książce, przyczćm w pierw- 
szym tomie zajmiemy .się pojęciami i metodami Arytmetyki i Algebry . 
drugi poświęcimy Analizie, Geomctryą zaś, jako mającą swoje od- 
rębne metody, oraz Cynematyka zajmiemy się w tomie trzecim. 

5. MATEMATYKA! LOGIKA. 

Logika formalna, jako metoda szukania związków pomiędzy 
przedmiotami, oderwanymi od wszelkiej treści, jest nauka zbliżoną 
do Matematyki czystej. Mając do czynienia z ogólnemi prawami 
myślenia, t. j. z prawami bieżenia pojęć, sądów i wniosków, obej- 
muje ona prawa łączenia pojęć form matematycznych oraz sądów 
i wniosków, które z tego łączenia wynikają ; jesi żalem nauką ogól- 
niejszą od Matematyki i zaliczaną bywa do Teoryi poznania. Wszy- 
stkie gałęzi u Matematyki można uważać za zastosowania Logiki 
formalnej do pojęć poszczególnych form matematycznych 30 . 

Organem Logiki formalnej do ostatnich czasów był język wyra- 
zów, jako główny środek przedstawiania i rozwijania myśli. Gdy 
wszakże wyrazy nie mają ścisłego i niezmiennego znaczenia, jakie 
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mają np. symbolu matematyczna, gdy dalej na tej drodze kombina- 
cye złożone pojęć i wogóle operacje logiczno w szacie słownej nie 

są ani (Iom- przejrzyste, ani też nie zawsze pozwalają na wyprowa- 
dzanie wszystkich wniosków z danych rozumowań, przeto jeszcze 
Luibuitz powziąi pomysł zastosowania do przedmiotów i operacyj 
logicznych takich .samych symbolów, jakich używa Matematyku, 
a mianowicie Algebra, t. j. liter. Pomysł ten dopiero w dziele Boo- 
Ie'a o prawach myśli /ostał po raz pierwszy urzeczywistniony i sy- 
stematycznie wykonany 31 . Dziś Logika formalna w szacie ma- 
tematycznej, albo. jak ją nazywają, Aljebnj /.-lyif/i posiada wielu 
pracowników i bogata, literaturę, której wykaz znaleźć można w świe- 
żo wydanym pierwszym tomie obszernego traktatu E. Schrode- 
r a • 1S . 

Ze stosunku Matematyki do Logiki wynika, że Algebra Logiki nie 
jest. bynajmniej zastosowaniem metod Matematyki do działań logi- 
cznych; owszem, mimo tożsamości symbolisl yki i wyrażeń technicz- 
nych, działania logiczne mają znaczenie wogóle odmienne od dzia- 
łań matematycznych, jakkolwiek istnieją też godne uwagi analogie. 
Zauważyć przytem należy, że przejawszy symbolistykę od Matema- 
tyki, Logika formalna przejęła zarazem zasadniczą właściwość Ma- 
tematyki, którą jest uogólnianie pojęć, i u;i tej drodze dochodzi do 
wyników, jakich nie znała Logika, traktowana sposobem zwy- 
kłym. 

Zastąpienie mowy słownej symbolami matematycznemi jest nie- 
tylko rodzajem pisma stenograficznego, ale jest zarazem metod;; 
ścisłego wyrażania związków logicznych, nie dopuszczającego ża- 
dnej dwuznaczności i pozwalającego na łatwe i prędkie wyrażanie 
zachodzących w nauce twierdzeń i wniosków. Jest zasługą mate- 
matyka włoskiego li, 1'eano obmyślenie systemu prostych znaków, 
za pomocą, których wyrażają się prawdy logiczne i zastosowanie tego 
nowego języka do przedstawiania zasad 1 twierdzeń rozmaity cli ga- 
łęzi Matematyki. Najprzód zastosował on tę metodę do Arytmetyki 
i (leomdryi, a obecnie pracuje nad wprowadzeniem tego nowego 
języka do Matematyki wyższej. Owocem jego pracy jest najnowsza 
rozprawa., w której się zawiera dowód twierdzenia o eałkowalności 
równań różniczkowych zwyczajnych. W przypisach dajemy zwięzły 
w; kład metody Peano, mającej, jak .się zdaje, piękną przyszłość 
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Od Algebry Logiki należy odróżnić Logikę Matematyki, której 

przedmiotem jest badanie związków logicznych między pojęciami 
i metodami, gdy samo stosowanie i rozwinięcie tych pojęć i metod 
jest przedmiotem Matematyki właściwej. 

Logika Matematyki może wychodzić z dwóeb punktów widzenia. 
Po pierwsze może pytać, jaką postać przyjmują metody bii dania 
naukowego w zastosowaniu do dziedziny Matematyki?; są to. analiza, 
synteza, abstrakcya, indukcya i dedukcya. Po drugie może pytać 
o charakter logiczny metod w poszczególnych dziedzinach Mate- 
matyki; są to metody Tnatematycziie właściwe, o jakich mówimy 
w niniejszej książce , :u 

8. ANALIZA I SYNTEZA. 

Euklides w następujący sposób określa obie metody: W ana- 
lizie rzecz szukana uzasadnia się za pomocą kolejny cli wniosków, 
prowadzących do prawdy uznanej ; w syntezie rzecz uzasadnia sic 
za pomocą wniosków, które do niej prowadzą od prawd uznanych. 

Te niezupełne jasne określenia utrwaliły się, jak powiada Han- 
kel M , w trądy ey I szkolnej i późniejsze komentarze licznych pisarzy 
nie uczyniły ieli jaśniejszemi. .Aby pokazać, naczem istotnie polt/ga 
różnica obu metod, weźmy dla przykładu jedno z twierdzeń geome- 
trycznych i dowiedźmy go metodą analityczną, a następnie synte- 
tyczną 3S . 

"Niechaj będzie prosta AU, podzielona w stosunku skrajnym i śre- 
dnim w punkcie C, i niechaj AC będzie część większa. [Czytelnik 
zechce sani nakreślić potrzebny do tego rysunek; punkt 1) znajduje 
się po przeciwległej stronie punktu C względem punktu A\. Jeżeli 
linia AD równa się połowie linii AB, mówię, że kwadrat odcinka 
CD jest pięć razy większy od kwadratu odcinka AD.,. 

1°. Sposób analityczny. Poniewał kwadrat odcinka CD jest pięć 
razy większy od kwadratu odcinka AD, kwadrat zaś odcinka CD ró- 
wna się kwadratowi odcinka AC wraz z kwadratem odcinka AD 
i podwójnym prostokątem, zbudowanym na odcinkach AC \ AD, 
przeto suma kwadratów odcinków AC i AD i podwójnego prosto- 
kąta, wystawionego na tych odcinkach, równa się, pięciokrotnemu 
kwadratowi odcinka AD. Odejmując od wielkości równych po 
kwadracie z odcinka AD, otrzymujemy, że suma kwadratu odcin- 
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ka AC i podwójnego prostokąta, wystawionego na odcinkach AC 
i AJ), równa się poczwórnemu kwadratowi z odcinka AD. Lecz po- 
dwójny prostokąt, wysławiony na odcinkach A Ci, iD, równa się pro- 
stokątowi, wystawionemu na liniach A Ci AB, gdyż linia AU jest dwa 
razy większą od odcinka AD. Prostokąt, wystawiony na odcinkach 
AC x BC, równa się kwadratowi, wystawionemu na odcinku AC. 
gdyż ten ostatni odcinek jest częścią większą linii AB. podzielom-j 
w stosunku skrajnym i średnim ; otrzymujemy tedy, że suma dwóch 
pn>st.ok:itów jeiluego, wystawionego na liniach .1 C i AB, dnciiego. 
wystawionego na liniach i? C i AB- równa się, poczwórnemu kwadra- 
towi, wystawionemu na odcinku AD. Lec/ ostatnie dwa prosiokąly 
stanowią rao.im kwadrat, wystawiony na linii AB; a wice kwadrat, 
wysławiony na linii AB, jest cztery razy większy od kwadratu, wy- 
stawionego na odcinku AD, co jest oczywiście prawdą, gdyż linia 
AB jest równa podwojonemu odcinkowi AD. Twierdzenie tym spo- 
sobem jest dowiedzione, 

2°. Sposób syntetyczny. Ponieważ kwadrat linii AB równa się po- 
czwórnemu kwadratowi odcinka AD, kwadrat zaś, wystawiony na 
linii AB, równa sio sumie prostokątów— jednego, wystawionego na 
liniach AB i AC, drugiego na liniach AB i CB, — przeto suma tych 
dwóch prostokątów równa sic poczwórnemu kwadratowi, wystawio- 
nemu na odcinku AD. Lecz pierwszy z tych prostokątów równa się 
podwójnemu prostokątowi na liniach AD \ AC, drugi zaś kwadra- 
towi odcinka AC, a więc suma kwadratu odcinka AC i podwójnego 
prostokąlii. wysławionego na odcinkach AC i AD, równa się, po- 
czwórnemu kwadratowi odcinka AD. Dodając do wielkości ró- 
wnych po kwadracie z odcinka AD i zważywszy, że kwadrat z od- 
cinka AC, kwadrat z odcinka AC i podwójny prostokąt, wystawio- 
ny na odcinkach AD i AC, slanowią razem kwadral odcinka CD. 
otrzymamy, że ten kwadrat równa się pięciokrotnemu kwadratowi 
odcinka AD, co należało dowieść. 

Jeżeli wprowadzimy na-iępiijące oznaczenia 

AB=a, AC=b, CB=c, AD=d, CD=f, 
to obie metody dadzą, się. w skróceniu przedstawić w sposób nastę- 
pujący: 

1°. Sposób anrii/fi/uot!/. 
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f a =b s +d 1 +26d, 

b i +d?-\-2bd=5d\ 
}S= ao , 2bd=ba, 
■ + fta — 4(P, 

a . a = 4 (P, 

co jest prawdą, gdyż a = 2<Ł 

Si*. Sposul aijtLlrAyijiittj. 

<£ = 4 d 3 , 
«(* + <r) = 4d", 

o 6 4- a c = 4 <P, 
S» = m, 2bd = ba. 

2 i rf -f b 3 = 4 tf s , 
rf!-l-2Jd + S a = 5 aP, 

co należało dowieść. 

Porównywająe obie metody dowodzenia, spostrzegamy z łatwo- 
ścią, że metoda syntetyczna jest najzupełniej wystarczającą, jrdyż 
wychmlznc z prawdy znanej i kombinując ją z iiiuemi prawdami 
pownemi i znanemi, dochodzimy w niej do twierdzenia, którego na- 
leżało dowieść; gdy tymczasem iv metodzie analitycznej, przyjmując 
twierdzenie nasze za dowiedzione, przychodzimy wprawdzie do 
prawdy uznanej . nie mamy wszelako ziipui-u.j puwiio.śei, czy \vy- 
eliodząc i z. innych założeń, różnych od przyjętego, nie doszlibysmy 
do tego samego wyniku. Aby więc upewnić się, czy metoda anali- 
tyczna w naszym przypadku prowadzi do twierdzenia szukanego, 
należy jeszcze dowieść, że gdy kwadrat odcinka C2> nie jest ró- 
wny pięciokrotnemu kwadratowi odcinka AD, to sta,d wyniknie 
że poczwórny kwadrat odcinka AD nie jest równy kwadratowi 
odcinka AB. 

W jednym przypadku można dowodzenie analityczne uważać za 
wystarczające, mianowicie, jeżeli wychodząc z pewnego założenia 
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i kombinując, je / prawdami poprzednio dowiedzionymi, dochodzimy 
do wniosku niezgodnego ■/. prawdą: wtedy bowiem 'założenie mu- 
siało być oczywiście fałszywe, gdyż jest rzeczą niemożliwą, aby 
z prawdy, uznanej za pewną, można było przez kombinacja z pra- 
wdami dowiodzionemi dojść do wniosku niezgodnego z. prawd:], 
W tym przypadku spusob dowodzenia znany jest pod nazwą, spro- 
■michcuiu do luedorzer.znoM (reduetio ad absurdum) i jest najzupeł- 
niej wystarczający, jakkolwiek może nie posiada tej sity przekony- 
wającej, jaką ma sposób dowodzenia bezpośredni. Mimo to sposób 
ten czysto był używany przez starożytnych i dopiero metody Ra- 
chunku wyższego Matematyki nowożytnej dały nam środek zastą- 
pienia go sposobem bezpośrednim dowodzenia, 

Hankel 37 scharakteryzował metody syntetyczną i analityczną, 
w Geometry i starożytnych i określił warunki, pod któremi są one 
zawsze stosowalne, w sposób następujący. 

Każde twierdzenie geometryczne wyraża, że gdy pewna figura 
posiada pewną własność A, wtedy koniecznie i ogólnie posiada inną 
własność B, czyli mówiąc krótko : jeżeli jest A, to musi być i B. 

Jeżeli obok tego twierdzenia zachodzi i drugie twierdzenie, mia- 
nowicie: jeżeli niema A, to niema i B, to oba twierdzenia można 
zawrzeć w jednćm : A jest woTuidicrn koiiitcinipii i 'kvkiiec:n;/m dl;', 
B. Ponieważ wynika siad, że gdy jest li, to jest i A, a wiec w tym 
przypadku twierdzenie jest bezwarunkowo i ogólnie '>dwrai:ah-.^ : 
obie własności A i B warunkują się wzajemnie. 

W przypadku gdy j4 nie jest koniecznym warunkiem zachodzenia 
B, twierdzenie "A jest B n nie jest odwracalne i wynika z niego je- 
dno z dwóch; "ii jest A„ albo "B jest nie- A n . W tym właśnie przy- 
padku znajdują sio wszystkie twierdzenia, w których Sjest wła- 
snością podrzędną., w A zawartą, jakiej się używa czysto w twier- 
dzeniach pomocniczych. Twierdzenie zaś, wyrażające związek pe- 
wnej własności A z inną, nic zawartą z nią logicznie, musi być od- 
wracalne. Twierdzenie : "Jeżeli jest A, to jest i B» gdy nie jest od- 
wracalne, wskazuje, że istnieje inno twierdzenie odwracalne : "Jeżeli 
jest A' to jest i B„, gdzie A' oznacza własność ogólniejszą od wła- 
sności A, lub B wyraża własność spocyalniejszą od własności B. 

Synteza przy dowodzeniu twierdzenia "A jest B„ polega na 
kombinowaniu twierdzeń, poprzednio dowiedzionych : "A jest i>„, 
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'■'D jest E„ . . . , dopóki nie dojdziemy do wyniku "F jest B„, skąd 
bezpośrednio wnosimy: "A jest B„. 

Analiza przy dowodzeniu twierdzenia "A jest B n polega na kom- 
binowaniu twierdzeń: "B jest C„, "C jest TJ„..., skąd wynika "A 
jest C n , "A jest B„... póki nie dojdziemy do wyniku "A jest £„, 
który jest albo fałszywy, albo wyraża pewna, własność ii sjli i-y . 
W pierwszym przypadku, jak to już powiedzieliśmy, twierdzenie 
"A jest B n jest stiiuowezn fał.szywem, w drugim zaś jest. pniwdzi- 
wćm, ale tylko przy warunku. aby i^-y^dk twlertLtma użyte, poprze- 
dnio stosowane, były odwracalne. 

O ile synteza przeważała u starożytnych przy dowodzeniu twier- 
dzeń, o tyle analiza znowu miała ważniejsze znaczenie, jako dmiw 
rozwiązywania zagadnień; czytelnika, interesującego siy t;; kwe- 
styą stosowania analizy do zagadnień, odsyłamy po bliższe szcze- 
jrólydodzieł Hankela i Duhamela :ls , z których ostatni znaczną 
część pierwszego tomu swojej książki o metodach 
w naukach ścisłych poświęca analizie i syntezie starożytnych. 

W Matematyce dzisiejszej analiza i synteza utraciły z 
dawne i przybrały znaczenie zupełnie odmienne. Przez analizę ro- 
zumiemy dziś zbiór metod rachunkowych, a w ściślej szem znacze- 
niu Rachunek wyższy czyli nieskońezonościowy ; synteza zaś ozna- 
cza badanie bezpośrednie form geometrycznych i foronomieznych. 
Geometrya zowie się a,Lnni.'jczną, jeżeli formy geometryczne badamy 
w niej pod postacią fonu liczbowych, im odpowiadających; syntety- 
czną zaś, jeżeli nie posiłkujemy się narzędziem raehunkowem i uży- 
wamy jedynie konstrukeyj geometrycznych. Gdy idzie o dowodzenie 
twierdzeń w którejkolwiek gaię-d iniuk matematycznych, używamy 
bez żadnej różnicy jednej lub drugiej drogi rozumowania, którą 
starożytni starannie odróżniali, jako analizę i syntezę ; dziś jednak 
nie przywiązujemy znaczenia do tych nazw specjalnych, gdyż ana- 
liza i synteza są obie w usługach dedukeyi, stanowiącej przeważna 
metodę rozumowań matematycznych *'■'. 

7. ZASADA ZACHOWANIA I WARUNKI STOSOWALNOŚCI 
DZIAŁAŃ FORMALNYCH. 

Wiemy już z powyższego, że Matematyka rozwija się, dzięki 
uogólnianiu pojęć i związków pomiędzy przedmiotami swojego ba- 
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dania. Jak z postępem techniki człowiek z koinbinacyi naj- 
prostszych machin, spożytkowając czynniki przyrody, zdobywa co- 
la* doskonalsze narzędzia pracy, podobnież w Matematyce uogól- 
nianie pojęć, będące wynikiem pracy umysłowej pokoleń, daje nowe 
i doskonalsze narzędzia myślenia, które następnie z pożytkiem sto- 
sujemy do badania przyrody. Najbardziej oderwane i wyidealizo- 
wane formy matematyczne, którym zdaje się. nie odpowiadać nic 
rzcczywiMcuf), okazują się ua~tęp:iic potężnemi nar/ędzknni bada- 
nia; za przykład sbżyć teo^:i nieskończenie małe. jedna z najwa- 
żniejszych form Matematyki wyższej, dzięki kierej udoskonaliły «ię 
tak znakomicie Mechanika, Astronomia i Fizyka. Ważność i płodno-ć 
tego kierunku twórczości ludzkiej wykazują dostatecznie dzieje na- 
uki, a prawa tego postępu myśli w nauce tali ścisłej, jak Matematy- 
ka, stanowią, zadanie wielce ciekawe dla filozofa 4 ". 

Przed 23 latyHankel 41 sformułował dlad/iedziny liczb zasadę, 
którą kierujemy się zwykle pr/y uchybianiu, prawd i związków ma- 
tematycznych, i nazwał ja. zasadą zachowania praw formaluj/ch 
[Prinzip der Pormaneuz iormaler (iesetze 1 . W postaci nadanej przez 
Hanke la, zasada ta jest właściwie tylko szczególnym przypadkiem 
zasady ogólniejszej, klórą niżej podajemy. 

Oto jak uzasadnia rzecz te. II a n k e I : 

Niechaj a,b,e... będą pewne formy lub związki pomiędzy formami 
Wyobraźmy sobie, ze formy a i b skombinowaliśmy czysto pojęcio- 
wo i że na wypadek tego poiaczenia czyli działania otrzymaliśmy 
nowa formę c. Forma ta we wszystkich działaniach, jakie nad for- 
mami wykonywać będziemy, zastępuje połączenie form a i b, jest 
równą tema połączeniu. Rzecz oczywista, że jeżeli formy łączyć 
będziemy ze sob:j według pewnych stałych prawideł, to pomiędzy 
wynikami różnych połączeń otrzymamy pewne związki, wynikające 
z samej natury połączeń, be/ względu na istotę 1'orm łączonych ze 
sobą; /.wiązki, dające sic wyprowadzić z samych założeń drogą de- 
dukcji. Ponieważ natura połączeń form jest. zupełnie dowolną, więc 
i prawidła działań czysto formalnych są zupełnie dowolne, z tern tyl- 
ko zastrzeżeniem, aby nie wyłączały się wzajemnie i nie zawie- 
rały się jedne w drugich: wybieramy przeto prawidła bezwzględnie 
dostateczne. 

Można oczywiście utworzyć system takich form, w którym wszy- 
stkie formy i działania są określone dostatecznie [i nie bardziej niż 



Hosted by 



Google 



7J ,„„.„„. ™...« ,.„„,,.,,,„. 29 

dostateczniej, który wszakże pozostanie bez wartości, jeżeli w two- 
rzeniu systemu nie zwracaliśmy wcale uwagi na znaczenie działań. 
Aby więc nasze formalny działania miały istotno znaczenie dla na- 
uki, trzeba, aby prawidła ich obejmowały w sobie prawidła działań 
nad formami znanemi, aby z jednej dziedziny można było działania 
tu przenieść do innej, gdzie mają już znaczenie ustalone. Albo, obja- 
śniając r/n-/, na przykładzie: jeżeli tworzymy nowo liczby np. uro- 
jone, trzeba działania nad temi liczbami poddać takim prawidłom, 
kt.órcby jako szczególny przypadek zawierały w sobie działania nad 
liczbami rzeezywistemi : jeżeli wprowadzamy potęgi z wykładnika- 
mi ułamkowemi, trzeba, aby działania nad nowemi formami dawały 
nam wyniki pewne i usta.!one ; jeżeli ułamki .staną, się równe liczbom 
całkowitym. 

Zasadę zachowania w zastosowaniu do liczb Haukel wypowiada 
w ten sposób : "Jeżeli dwie formy, ■ici/rażc-rm <<■■ oyó : n//..ih znaLaJi, ul- 
yedra/czni/eh, są solne ruwne. to maja. taliemi pozoatac. jeżeli znaLi te 
nie oznaczają liezit rzce-zywizfyrń. gdy prztló d.zialaoia nad niemi 
otrzymują tuner, znaczenie,,. 

Dodaje przy tern Hanke], że nie należy zasady tej stosować 
wszędzie bez żadnych zastrzeżeń: że ma ona .służyć przedew szyn- 
kiem do określenia, prawideł konieczny cli i dostatecznych, o ile te 
są od siebie niezależne, ale wymaga zarazem, by stosowanie za- 
sady pozwalało na rozwinięcie należytej ogólności w tworzeniu form. 

Zasadę zachowania możemy wypowiedzieć w postaci ogólniej- 
szej, a mianowicie: 

'''Jeżeli formy pewni, ot rcUoiwj dziedziny poddajemy okre.il.onym 
/.-■.■■nłtrnfeyom i działaniom, które dopron-adzają do peienycli zu:nizl.-ów 
ndedzy formami lej dziedziny, lv zwouli f.e wrażamy, za znohodzoce 
■i wtedy, f/dy 1,-onStrnh.yye i działania prciradz-i do tęy»i!,vw, l:lórye!i 
nie. można- nn-ażae za formy, hczpoircdnjo do muz.'/ dziedziny należące... 
Utrzymanie właśnie związków tych samych dla jednych i drugich 
form pozwała objąć te formy jedną dziedziną rozszerzoną. 

Jeżeli teraz z góry pomyślimy sobie dwie dziedziny czyli rozmai- 
tnki takie, że każdej formie czyli każdemu elementowi jednej rozma- 
itości odpowiada pi.wna ferma lub element dnwićj; jeżeli to przej- 
ście od jednej rozmaitości do drugiej, stanowiące pewien proces my- 
ślowy, mający swój wyraz w pewnej konstrakcyi lub działaniu, na- 
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rwiemy wogóle odwzorowaniem lub przekształceniem, to z poprze- 
dniego wynika zasada odwrotna : 

v Można pomyśleć takie przekształcenia, iż związki, zachodzące mię- 

d:y forma-mi picrirszćj rozmaitości zachodzić loda pomiędzy formami 
drugie/-, pomyślane przekształcenia mają tę własność, że nie zmie- 
niają za:iązt,óił< zuchuizącycó pomiędzy fomi.il/iii" . 

Przetłomaczona na język geometryczny zadarta wypowiedziana 
w tern twierdzeniu prowadzi motyl lan>e/tioŚL'edmo do dwóch ogólnych 
zasad Geometry]': du-oin.ości i odpiiwiedniości [lii. dualite et homogra- 
phie) Cli a sl es'*", ale sięga jeszcze dalej i głębiej ;. przez wprowa- 
dzenie bowiem pojęcia orupy przekształcenia I, j. szeregu przekształ- 
ceń, mających t.e własność, że każda /miana, wynikająca z kombi- 
nowania tych przekształć cii, znajduje się w tym szeregu, prowadzi 
do zagadnienia, obejmującego w sobie najwyższe uogólnienie Geo- 
metry i, które w przedstawieniu F. Kleina 43 wyraża się w ten 
sposób : 

"Dana jest rozmaitość i i<: nit,- pewna yro.pa przd sztaicenia ; zbadać 
jormy należąca do jej rozmai/ości co do tui ich ■iidaim.oiai, które nic zmie- 
niają się. przez przekształcenia tej 'Ji'1'py,., 

Tak więc zasada zachowania panuje nad rozwojem Geometryi; 
z ni.ej to wypływaj;): ważna zasada ciąyIMci [prineipo de eoiitinuitel 
Ponceleta 44 i wspomniane dwie zasady C b a s 1 e s'a; ona to kie- 
rowała twórczością. Steinora 45 , który "odkrył organizm, łączący 
!Laj]'i'i/]L()i'inl:!iej«zi.: zjawiska w świecie przestrzeni'', 1'utężny jej 
wpływ widocznym jest w Analizie, gdzie nietyłko otworzyła dla 
umysłu dziedziny nowych liczb, ale i teoryą fuukcyj doprowadziła 
do wysokich uogólnień. Ona to była kierowniczką wielkiego mate- 
matyka Wrońskiego w zdobywaniu dla nauki nowych pitelądó^: 
ona doprowadziła ^:o do prau.-a najwyższe : pi''\~kU'n-v uważał za twier- 
dzenie naczelne całej wiedzy matematycznej. Śmiało rzec. można. 
że całkowity rozwój Matematyki odbywa się pod przewodnictwem 
zasady zachowania, pojętej w całej jej ogólności. Ponieważ* zaś ro- 
zwój nauk fizyczny eh ściśle jest związany z postępem nauk matema- 
tycznych, łatwo przeto rozumieć, że wpływ tej zasady musi się dać 
uwidocznić i w pierwszych. W samej rzeczy, w naukach fizycznych 
zasada zachowania uwidocznia się w związkach stałych, zachodzą- 
cych pomiędzy elementami zjawisk w rozmaitych dziedzinach; Fizy- 
ka związki te odkrywa, Matematyka zaś urabia je w formy sobie wla- 
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śeiwe i odpowiedniemu poddaje badaniu. Zastosowanie Matema- 
tyki do nauk realnych polega właśnie : i ti tein. że związki formalne, 
jiUut:łluU^iiLii;vka«tw;u-/:i./»:ij(hij fi. s\v(\jiMLiv-i:iv.y wist nioniow związ- 
kach, zachodzących pomiędzy elementami zjawisk. 

Zasada zachowania jest wszakże tylko Harującą: oprócz niej ko- 
nieczna jest y.;r---iuh\re<yti i/jatki , aby liogóhuenia.pojęć, działań i zwjąz- 
ków nie doprowadzały ani do sprzeczności logicznych, ani do nie- 
zgodności v. prawdami, poprzednio dowiednonemi. Zasadę tę może- 
my wyrazić w sposób następujący : 

"Wszelkie związki, konsli-vkcyc i <l:ia)a;'Ui n: dzir.il-.in.ii: form nowych 
nic priir-imii/ prowadzić da icyidkóu: liy/iczn/e sprzecznych lub nic-yo- 
dnych z prawami, odiioaząccmi iig do dziedziny font: dawnych,,. 

W wielu razach, do usunięcia tej sprzeczności lub niezgodności 
wystarcza, jeżeli przy przenoszeniu związków z dziedziny pierwo- 
tnej ilo dziedziny ogólniejszej pomijamy pewne prawa, które w takim 
razie charakteryzować będą specyalnie dziedzinę pierwotną. Nie- 
kiedy jednak, gdy do form ogólniejszych dochodzimy inną drogą, 
wyjaśnienie i zbadanie niezgodności logicznej, a zarazem określenie 
dziedziny form uogólnionych za pomocą warunków koniecznych 
i dostatecznych jest. rzeczą niełatwą, i to stanowi powód, dla które- 
go często uogólnienia nauki nie mają tak szerokiego zastosowania, 
jakie im przypisywano, dlaczego np. prawo najmjisze nie ziściło 
w całej rozciągłości oczekiwań jego twórcy. 

Stosowalność prawa zachowania w specyahiyeh dziedzinach ba- 
dania powinno dać się w ogólności sformułować za pomocą warun- 
ków, wyrażających niezmienność pewnych form oznaczonych przy 
wszelkich zmianach i konstrukeyuch, jakie w badanej dziedzinie 
wykonywamy; en ostatecznie, wyrażać powinno konieczność zgodno- 
ści logicznej wyników całego biegu rozumowań z prawdami, przyję- 
temi za podstawę badania. W naukach formalnych tę podstawę sta- 
nowią, jak wiadomo, poczynione założenia; w naukach realnych — sy- 
piam fal łów zasadniczych, hypotez lub wreszcie praw natury. 

Zbadanie istoty prawa zachowania i warunków jego stosowalno- 
ści w Matematyce godućm jest grunlijunicjszych niż doiąd sludyów 
ze strony filozofów wiedzy. Tymczasem to. co znajdujemy u W u n d- 
t a 4 ' lub I! r ixa 4S i innych, którzy ze stanowiska Tcoryi poznania 
badali podstawy wiedzy matematycznej, jest mało wystarczające. 
D ub o i s-Uoy mo u d !;l , który nie należy do zwolenników wybitnie 
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fonu:!.? tu/frn kierunku dzisiejszej Matematyki, zapatruje się. też .scep- 
tycznie i u a. samą zasadę zachowania, opierając się na tern, że ist- 
nieje wiele przypadków, w których zasada ta, pro iv ad z i do wyni- 
ków zupełnie fałszywych. Jako przykład podaje on twierdzenie 



dx j^ >' £^dx J ' 



k1óre ; jak wiadomo, wypowiada swojo usługi w wielu przypadkach. 
Uwaga Dubois-Eeyraouda jest słuszną, ale nie świadczy na 

niekorzyść- ;-luiu:j zasady. owszem powinna, zdaniem naszem. pobu- 
dzić matematyków do badania granic jej stosowalności. 



I O niedostateczności okroJlenia Maf'':n:iT.i ki, i.i.ku uaaki o wielkościach. 
mówię: K. Cli. Fr. Krause, Taglilatt, des Menschelicitslekens, 1811, po- 
równ. wydane w r. 1880 tegoż Pliilosojdiisohe Alihandlnngen, str. 271, 
i u;i?(ę;ine; H. Grassmaun, AusdehiiungsleUre, wydanie 2-e. I87S. 
str. XXII, i inni. 

3 Nazwy /arna/ dli! utworów iiiaieioatyrznych używu H. Grassmann 
Ausdehiungslehre. str. XXII. ."U a tematyk a jest wodliiff niesro nauką 
o formach \Fonmnlehre.\. "Według Roberta fir as s ma nu a, Die For- 
menlelire oder Mafliematik. 1872, nauka o formach czyli M:i tematyka ji^r 
nauką a prawach ścisłego naukowego myślojiia i składa się z pięciu ga- 
łęzi. ,i mian o wicie: z nauki u wielkościach. I.egiki. nauki o koniliinacyacih 
nauki u liczbach i z nauki o rozciągłości [ Ausenlefoe]. 

3 Grassmann, Ausdehnuu^slehrc, str. XXII. 

4 K a u t, Kritik der reiuen Yermraft, wydanie Brdmanna 1880. Po- 
gląd ten wypowiedziany jest w wielu miejscach np. na str. 145, 48N— 40i 
i t. d. 

5 Wroński, Iuiroduclion a lii philosophie des M.uhematiaues, 1811, 
str. 1—4. Porówn. także tegoż. Seat manuserits inediis ecrits de 180:: 
a 1806. oenyrea posthumes, 1870. 

s om te. Cours de |diilosophie po^iiive, wydanie z r. 1863, I, str. 98, 
' Wundt, System der Philosophie, 1889, str. 26. 
» Wundt, tamże, str, 123. 

' Hankel, Theorie der complexen Zahlensysteme, 1807, str. 48. 
10 Bolzano, Paradosien des Uncudlicken. Wydanie 2-e, 1889, str 
4-5. 

II Paul D n b o i s-K e y m o n d, Die allgemeine Firn ctionen theorie, 
18&2, str. 14-57. 

15 Dziś wyraz moduł, w znaczeniu użytem w tekście, zastępujemy wpro- 
wadzonein przez We i c r s t r a 9 s a wyrażeniem n-ariok : hesuKt/lędw. 
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" H. Grassmann, Lchrbuch der Arithmetik, 1861, str. 1. 

11 H e 1 m h o 1 t z. ZShlen und Jlessen, erkeimtnisstkeoretiseh betrach- 

tot \Phi.hsophisi-hi: A<ifiStze., Eduard Zelkr z« seinem fiiit/ii.fidhi-iffen Doctorju- 

bilaum i^idmet, 1887, str. 16—52]. W roku 1868 R i e ni a ii n w rozpra- 
wie, napisanej jeszcze w r. 1854., Ueber die Hypothesen w el che der 

G-0'iJllCtJ-ie ZI1 ("Irnuilt liegCl] | (iolUwur Abltaiid^niyza, XIII, I ._ 'JO. także 
E. Riemann's GesawmułU matliematiwhe Werle, 1870, Str. 254 — 2i!9; 

przekład polski S. Dicksteiua i WŁ Gosiewskiego w Pa- 

riiietniku 'l'.:irii:z\xtu-<l Stnnk tr'i:ish/t:h ir Paryża. L\, 1877] i jedm.".Zfśli i :■ 

Helmholtz w pracy: Ueber die Thatsacłien der Geometrie | G&i.tin- 
iji-r Aaclu kht -:«, 1!TJ — 221. także \Yi'.*wc.l,ui'rV,:he A^hcadhim/m von Her- 
mann Helmholtz, II, 1883, str. 618 — 639], zajęli się. zbadaniem 
podstaw, nil których spoczywa misza Goometrya. Te znakomito roa- 
prawy wpłynęły na pogłębienie całej wiedzy matematycznej i zrodziły 
bogata literaturę [porówn. Wiadomość o pracach z dziedziny Geometry! 
wielowymiarowej, Prace matematyczno-fizyczne, I. 1888, str. 128—135]. Wy- 
niki tych nowych badań przedstawimy we włuśeiwćui miejscu; tu powie- 
my tylko, że Helmholtz hołduje tooryi empirysrycznój, według kf.-j- 
rej pewniki i.icomcr.ryi nie są twierdzeniami a priori, jak utrzymuje 
Kant, lecz prawdami, które doświadczeniom /.doby warny i któremi 
jodynie dudwiadczenie zachwiać by mogła. Rozprawa o liczeniu i mie- 
rzeniu ma być odnośnie do Arytmetyki dopełnieniem tych poglądów 
wielkiemu fizyka. Winniśmy dodiie, że pod tym wzpiędein miał Helm- 
holtz poprzedników wGrassinannio, Hankeln i Schriide- 
rze. Równocześnie z pracą podobnej treści wystąpi! Kronecker 
w rozprawie, Ueber den Zahlbegriff. [ Philosophische AttfsStze i t. d.. str, 
203-274.]. Z krytyką poglądów II el m h o 1 1 z a i Kroneckera 
"ystępują: G. C a n t o r, Zur Lehre von Tnuisfiniien, J890, str. 17, oraz 
K erry, Ueber Aiisohauung nml ihre psyohiscl.e Verarheiluiig ! V'iatd- 

jahrs.whrift.fiir wL^tnlcląftllrhe Pldłnsfiplie, XIV, 1890, Str. 317—353]. 

!S Porówn. Eyeretta, Jednostki i stale fizyczne, przekład polski 
J. J.Bognskiego, 1885., Wł. N a t a n s o u a, Wstęp do Fizyki teore- 

;yezm''.i, 1S30. str. 8 — 11., oraz J.B e r t r a u d a, Lecoiis sur la thócrie ma- 
theraatiąue de 1'ełectrieite, 1890, str. 266-296. 
N. Thiele, Til Afslutning af lŁcgm;uiidefvisaiiigou, 1883, dzieli 

pr/ediuiory badań matematycznych r.a, pice klas następujących; Do 
pierw-Z'''j należą Mm^a-r:-;, posiadające jedność bezwzględną [indywi- 
duum] i dające się prz.edsiawió za. pomocą liczb całkowitych. Do drugiej 
uielkoici 'długości. ;jo wierzchnie, objętości, ciężary, wartości |: te mają 
jedności względne, dowolnie przyjęte, a do opisu id: potrzebno są licz- 
by Ułamkowe i niewymierne dodanie. Przedmioty pierwszej i drugiej 
klasy mają zero bezwzględne. Trzecią klasę stanowią punkty wz-owe. 
— Tiugpunkter — | temperatura, momenty czasu, punkty na prostej 
nieograniczonej], przy opisie których nie potrzeba ani zora }i?-y,w/.<±b;- 



Hosted by 



Google 



dnego iini jedności Ij^zwzylgdiiśj: mają one tylko zero względne 
i jedności względni!, Do klany czwartej nuli!?;; - wyrazy „— Led— [lip. wy- 
razy nieskończonego łańcucha], mają one jedności bezwzględne, lecz nie 
mają bezwzględnego zera. Wreszcie do klasy piątej zalicza Th iel o 

kąly i wogóle przedmioty, prowadzące do pojęć, nie dających nie zawrzeć 
w jednej 7. klas po przednich. 

,0 Siemożność utworzenia Matematyki wielkości intensywnych tkwi 
według Dii lir i ii gii, [Logik rmrl Wissenschaftstheorie. 1878. str. 254] 
w hraku koncepeyj czysto myślowych i czysto konstrukcyjnych odnośnie 
do istoty matoryi. "Gdyby, powiada on. o ogólnym ośrodku omteryaloym 
można było powiedz-ieć coś podohnego do tego. co się mówi w pewnikach 
o przestrzeni, i gdyby nad tworami, zawnrteini w tych orzoezoniacli, 
moz.ua hylo wyk' mywać takie .same działania, jakie wykonywa Ary- 
tmetyku na- liezhii.ob. albo też Matematyka w ogóle w przestrzeni i cza- 
sie, to do szli byśmy do nowej Matematyki niateryi. Przy braku takich po- 
jęć, dochodzimy iylko jeilynie do /.astosowaó Matematyki do mar, ery i i ilu 
ciul fizycznych,,. 

"Kant, Kritik der reinen Yernunft. Wydanie Erilranniu, 1880. 
str- 163. 

19 G. Cantor, Ueher unendliehe lineare Puiiktniannichfaltigkeiteu. 
[MathematUche AnnaUn, XX, 1882, str. 113.1 

15 Dedekin d. Was siud und sollen die Zahlom 1888.: porów, też pra- 
cę tegoż autora: Stetigkeit mul irrationale Żabien, 1872, w której istotę 
ciągłości widzi w następuiąeeni twierdzeniu : -Jeżeli punkty na prostej 
rozpadają się na dwie klasy w ten sposób, że każdy punkt, pierwszej klasy 
leży na lewo od każdego punktu drugiej, r.o istnieje jeden i tylko jodrii 
punkt, który daje ren podział punktów na dwie klasy. to rozcięcie prostej 
na dwie części,,. Za De doki udem idzie Stola iv Yorlesungen ither 
allgemeine Arithmetik, 1885, 1, str. 80—84. 

*> Cohen, Das Prinzip der Infinitesimalmethotte und seine Gesehich- 
te, 18K3. str. 37. 

!' A. Fick, Das Gróssengebiet der viev ltcehitiingsarteit, 1880, str, li. 

*' W e r n i C k e, Die ftaymptotischc Fhmothm des liewusstseins. [ V!er- 
teljahrssdtrifi/Sr "•issmschaftlicha Pliilus»pliU\ XI, str. 485]. 

« H ftrassmaun, Ausdehnungslchre. str. XXIII, XXIV. 

21 Do systemu wiedzy niatcnialycznći należy Itacbunek prawdopodo- 
bieństwa, nie wymieniony wyra/nie w tekście. Nauka ta, będąca wecie;; 
wirażenia I. a p 1 a c e'a „zdrowym rozsądkiem sprowadzonym do rachun- 
ku,, według Wrońskiego "teoryą prawa telcologieznegn. jakie rządzi 
przypadkiem., I bu tób-oliiiiiiiue ilu basard |. ze względu na metodę swoji 
należy do Algebry i Analizy, ze względu na pojęcie zasadnicze prawdo- 
podobieństwa do Teoryi poznania i do Logiki, ze względu wreszcie na 
zastosowania do różnych gałęzi wiedzy może być. zaliczoną do Ms-le- 
ioatvki stosowanej. Teorya prawdopodobieństwa jest dotąd więcej wy- 
robioną po:l względem metod matematycznych, aniżeli pod względem 
teoretyczno-poznawczyni. 
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* 5 "Newton, Philosopbiae natura! is principia iniitheiuatica. Przedmo- 
wa. Przekład niemiecki Wolfersn, 1872, str. 1. 
» 6 G a u s s w liście do B e a b e 1 a w r. 1829. Porńwn.: Kroneeker, 

Ueber den ZaLlbegriff [Jmmialfllr die reine imd angewandte Mathemotik. CI, 

itr. 339], 

" Grassmann, Ausdehnnngslehre, srr. XXIII. 

s * Wre ń s k i, Introduction i t. d. str. 464 i następne, dzieli tak Algo- 
rytmie jak i (leonietryą na dwie gałęzie: Teoryą i Teehnią. Temija nazy- 
wa Oli ogól tunerdzni, czyli podań, ul oj ą cyc h zji przedmiot no/urę ilości, t. j 
tOtni matematycznych, Yec'ee'o. .i^ut »ftoi kf.ire on nazywa podaniami, "d- 
nuszącemi się ilo >niers'sit<V< tychże form. Mamy wici; Teoiyą. i Technia Al- 
gorytmu oraz Teoryą i Technia Geometry i. Dalszy podział każdej z tych 
części uparty jest nu. istocie działań rjin r .:r;];i.1 yi-y.iiy i-l-.. a mianowicie: jeżeli 
Teoryą i Technia używają tylko działań elementarnych, noszą nazwęTco- 
ryi i Technii elernsmarwy, jeżeli używają "systemów, działań elementar- 
nych, noszą nazwę Teoryi i Technii si/sfanati/cni,'/. Prócz tego rak Teoryą 
i Technia mocą się odnosili już to do puto-it/iutrinia | góneration] form mate- 
matycznych, już to do it.li związków wzajemnych, do ich porównania jcnni- 
paraisou|; siad wyiiii;a dalsze rozczłonkowanie systemu Matematyki. 
Cały swój system przedstawił W r o ń s k i na wielkiej tablicy "archftekto- 
nii-Zdej „, dołączonej do swego dzieła, i uzasadnił go szczegółowo w tek- 
ście. W r o ń s k i e m a też wspólnie z Kantem i Car notę ni przy- 
mula za-duga wprowadzenia 1'orouomii drj systemu Matematyki ezystój: 
patrz jego dzieło siept, nianuscrits i t. ([. Porowa. S. Dickstein, Fii- 
ronomia Wrona ki e g o [ Itaauiik Towarzystwa Przyjaciół Nauk w Poznaniu , 

XVII, 1890.]. 

i5 Arytmetyka i Algebra, obie zajmują się liczbami; obu podstawą jest 

leorya działań, dziedziny ic.łi wzajemnie Nic krzyżują, W znaczeniu 
ściślejszem pod nazwą Arytmetyki rozumiemy Tton/ii liczb, to jest 
naukę o liczbach tatko witych, o luiikcyacli, za pomocą .skończono! 
liczby działań elementarnych utworzonych ii takie liczby pYzedstowiaja- 
C.ych, i w ogóle o układach czyj e/iilm:li liczbowych, za pomooi podobnych 
liinkoyj określonych; przyczóui |iod nazwa, liczb całkowitycłi rozumiemy 
nie tylko liczby całkowite rzeczywiste j Teorya liczb zwyczajna i ale i licz- 
by całkowite urojone, idealne, ideały. Głownem zadaniem Algebry 
jest ogólne badanie 1'unkcyj. zbudowanych za pomocą skończonej liczby 
działaii zasadniczyc.li, równań, z takicłi 1'unkcyj utworzonych, i liczb 
uraz ogólniej iiuikcyj, przez takie równania okieślonych. Lecz gdy bada- 
nia arytmetyczne są przywiązane niejako do stałego ukradli liczb okro- 
■Honej natury, badani* algebraiczne, ]irzeciwnie, są prowadzone bez wzglą- 
du na podobny układ: pierwsze są specyalue, drugie ogólne, skąd płynie 
różnica metod w obu naukach, którą W ro ński charakteryzuje, nazy- 
wając metody Tcoryi [ic.zb teieoioyi^jiemi jeeluwemi |. Według pomysłów, 
które .ibecnie rozwija Kroneeker, cała treść badań ah:eliraicztiycłi 
powinisi. dać się '-zarytoietyzować,, t, j. Algebra zaniienić na, Arytme- 
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tykę czyli Teorya liczb. Tym sposobem obie nauki, wyszedłszy z jednej 
I>-:nL-i!..ii , .vv i r\i/ivija.i.i'.'- każda swe metody. złączyłyby się we wspólnych 
pojęciach i metrdach. We wlaściwem miejscu rzecz te szczegółowo 
przedstawimy. Ważne metody Algebry, które rozwinęły sie nawet w sa- 
modzielne gałęzie, mianowicie: Teorya podstawień i grup. Teorya 
przekształceń i niezmienników, stanowią tak nazwaną Algebrę nowa. 
Jeszcze ogólniejsze formj i za jiumocą iiiriil Qi<;j sz.y i. 1 li metod bada llac.hi:- 
nek wyższy czyli Analiza. Funkeye, któremi się ta gałąź ALitematyki. zaj- 
muje, nie są pod względem tworzenia swego ograniczone do skończonej 
liczby działań elementarnych, a v, łownym narzędziem badania są tu 
nijj.rcii). graniczne czyli nie.skończonośeiowc, do których zalicza się także 
pojecie ciągłości, zbieżności i t. ii. Można lLacliLiiiek wyższy nazwać Teo- 
rya funkcyj matematycznych, najogólniej uważat-yem Analiza ma oczy- 
wiście wieie punktów w-poinydi z Alirelirą. i w. £'"■''? ws/.ystkie trzy na- 
uki: Arytmetyka, Algebra i Analiza, statiowia. właściwi" jedne tylko umie- 
jetmiść, w której formy matematyczne badamy z rożnych stanowisk, i, oo 
za tem id/,i(i. przy pomocy różnych narzędzi. Słusznie przeto wszystkie 
je połączył Wroński jedną nazwą Algorytmii. 

Przedmiot nauk, u a mywany cli w szkole Arytmetyką i Algebrą, sianowi 
zbiór wiadomości c.lcmontaroyeh z trzech dziedzin powyższych. Arytme- 
tyka elementarna obejmuje naukę czterech dział ań nad liozbami calkowi- 
temi i ułamkami, przed sta w i on etui w dziesiętnym układzie liczenia wraz 
z zastosowaniami do z:o.łań praktycznych. Ah;i-b-;i eleuientaroa obejmuje 
naukę o liczbach ujemnych, elementy teoryi funkcyj całkowitych i roz- 
wiązywania równań algebraicznych ora/ teoi'y;i kombinaeyi, z analizy 
zaś przejmuje elementarna teorya postępów geometrycznych nieskończo- 
nych i teorya logarytmÓw. 

Aby dać wyobrażenie o bogatym rozwoju ilzi.-.iejsz>'-j .Matematyki, przed- 
stawiamy tu tytuły działów i poddziałów, na jakie dzielą się sprawo- 
zdania o postępie Matematyki czystej, podawane w speeyaliiem czasopi- 
śmie Jahrbuch «'." die. Furtor.hriu-i der MatUihau;:. wedlu;;- XL\-go roczni- 
ka tego pisma: 

I. Historya i Filozofia Matematyki. 
11. Algebra. 

1. Równania. Teorya ogólna, liówiiatiia algebraiczne 

szczególne. 

2. Teorya form. 

3. Eliininacya i podstawienia. Wyznaczniki i funkeye 

symstryczne. 
III. Arytmetyka niższa i wyższa. 

1. Arytmetyka niż.sz.i, 

2. Teorya liczb. 
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o) Rzeczy ogólne, 
ii) Teorya form. 
c) Teorya ułamków ciągłych. 
IV. Rachunek prawdopodobieństwa. Nauka o kombinacjach. 
V. Szeregi. 

a) Rzeczy ogólne. 

Ł) Szeregi sw/r^ihi 1 . 

VI. Rachunek różniczkowy i całkowy. 

1. Rzeczy ogólne. 

1. Rachunek różniczkowy [Ri"-/iLi«/ki. funkcye różniczek, 

niakpiytna i minima]. 
:>. Rachunek całkowy. 
4. Całki określone, 
."i. Równania, różniczkowe zwyczajne, 
U. Równania różniczkowe cząstkowe. 
7. Rachunek waryacyjny. 

VII. Teorya i'unki yj. 

1. Rzeczy ogólne. 

2. Funkcje szczecinę. 

o) Funkcye elementarne. 

b) Funkcye eliptyczne. 

c) Funkcye liyperelip tyczne, Abelowe i t, p. 

d) Funkcje kuliste i t. p. 

VIII. Geometrya czysta, elementarna i .ynt^ryc/na. 

1. Zasady Geometryi. 

2. Badania w dziedzinie c-ią^loŚBi. 

li. Geonietryii elementarna. 1 Plunimetrya, Trygonome- 
trya. Stereometrya]. 

4. Geometrya wykreślna. 

5. Geometrya nowa syntetyczna. 

n) Rzeczy ogólne. 

ii) l," twory płaskie szczególne. 

c) Utwory przestrzenne szczególne. 

d) Geometrya licząca. 
IX. Geometrya analityczna. 

1. "Współrzędne. 

2. Geometrya jilti.sk.1. 

o) Ogólna teorya krzywych płaskich. 

(•> Teorja krzywych algebraicznych. 

c) Proste i stożkowe. 

d) Inne krzywe specynlne. 

:■]. Geometrya analityczna przestrzeni. 

i) Ogólna teorya powierzchni i krzywych w prze- 
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b) Teorya powierzchni i krzyivyi;li iiljrttbruir./.iijdi 
e) Utwory przestrzeń u e I-go, 2-go. li-ge siojona. 
d) Inne specyalne utwory przestrzenne. 

4. Geometrya liniowa kompleksy, układy promieni |. 

5- Pokrewieństwo, przekształcenia liniowe, odwzoro- 

o) Pokrewieństwo, przekształcenie liniowe i od- 
wzorowanie, 
i) Odwzorowanie podobna | eonforme Alibildung], 
Witnd t, lieber die Eintlieilung der Wi.ssenschaiteu, |" Philusopliische 
Sti--div)i ) 11, 1888, str. 1 — 05 1 przedstawia minki ltjyt-.-iiiiiryc.Kue w następu- 
jącym systemie: 

I, Nauki niatenialyezue ogólne. 
A) Nanka lórm ilościowych: Nauka L') Nauka form jakościowych: Teo- 
o wielkościach. rya rozmaitości, 

1. Nauki o działaniach nad 

wiidkośdiuui: Algebra. 

2. Teoryn związków pomię- 

dzy wielkościami : Teorya 
iunkcyj. 

II. Nauki matematyczne specjalne. 



A) Nauka o liczljac.h, 

1. Arytmetyka: Sauka o dzia- 

łaniach nad liczbami. 

2. Teorya liczb; Nauka o licz- 

bach i związkach pomię- 



li) Nauka o pizt 

1. Geomctrya syntetyczna: Na- 
uka o powstawaniu form 
przestrzennych z elementów. 

2. (leonietiya analiiyc/na: Teo- 
dzy niemi. rya zastosowaniu pojęć wiel- 
kościowych do utworów prze- 
strzennych. 

C) Nauka o ruchu, 

1. Cyneiuatyka synt etyczna: Nanku o składaniu ruchów. 

2. Cyneniatyka analityczna: Zastosowanie ogólnych pojęć 

wielkościowych do zagadnień ruchu. 

Porówn. uwagi nad tym .systemem w artykule S. D i c k s t e i u a, O naj- 
nowszych próbach klasyiikacyi nauk. | Aiimuu-, |y>i), 1. sn'. 2txi i dalsze. J. 

311 W u u d t, Ueher die Eiutheilung der WiaseiLschalton \Philosophiiche 
Sfadwn, V, 1889, str. 35.]. 

" (J. Boole, An iutestigation ot' tbe l,aws ot ihoiight on which are 
tóunded iiie ir.itfheniatical Iheories (it lr..yit- aml |>robuliilitics. 18f>+. Treści- 
wie zebrane wiadomości o pracach uczimych angielskich nad Logiką for- 
malną znaleźć można w książeczce 1. i ar da, Les lo^iciens aunlais eon- 
leniporaios, 2-u \\\t\. 1*8:1. która, wyszła i w niemieckim przekładzie p. t. 
Die neucre eugii.sche Li/gik. ż-i: wyd. 188:1. Inne próby Ldińki. ttaktowa- 
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iii\j spu.sobem matematycznym, ogłosili J. D e 1 b o e u t', Logujnc algo- 
ritimsittii!-, Essai sur un ayrit-~-nm dc s.ii;nf:,i appiiijue ii la Logiąuo, IriTT, 
i U. F r e g t, Bojjriitssohril'].. eine der aritlimeusclion iiaoliyobildeli; l''or- 
melspraehe des reinen Denkeus; wszakże tylko metody logików an^iel- 
skiiOi wywalu/yły sobie iiienvs/oii.s7wo pr/,ed ioneoii. 

Dzieło J e v o n s a p. t. Tbe Prindples ot science, a Treatise on lo^ic 
and s«loili iiic inetbod , 18b7 | wydanie drnniel/a.wiora wykład Logiki ter- 
malnej, zastosowanie tejże do nauki o liczbach, do leoryi ki.imbinaeyi. 
przemian, prawdopodoleeiisiwa, do moli"] mierzenia, do badań induko j- 
nycb, do teoryi uogólnień, analogii i klasyftkacyi. 

11 E. S c hr Sd e r, Vorlesi"mgen iliior die Algebra der Logik [esaote 
Logik]. Toin I, 1890. Krótki wykład Algebry lo^ieznej znalrżó można 
w rozprawie St. Piat kie wic z a, Alycljni w Logice [ Sprawozdanie gim- 
nazgum we Lwowie za rok 1888], 

'" Peano wylożyt metodę swój;; w nasię puja-cyeli rozprawach: Ari- 
lluiieii.ios principia nova metbodo exposita, 1HK9, 1'iind.pii di. Geometria 
li>;L-ic.nm(.:)ite esposti, lSHit; Los propositions dii ein'|iiii' : ine liere d'Luclide. 
reduites en formules \AlatAesis, X, 1^'JO, str. 73 —74]: De mon strat i on de 
rintograliilitó des ći|iialinus dilterennellos ordinaires \ ilatkomatische Ait- 
naU.ii, XXVII, 1890]. O metodzie tej powziąć nmżna wyobrażenie z na- 
stępującego treściwego jej przedstawienia: 

Znaki, używane w taj metodzie, są następujące: 

K oznaoza klasę | rozmairośó, mnogość przedmiotów i t. p.], ^ oznacza 
spójniki', <--■ alfm, i zmi ozy /f.st, = równa się, O jest zawarli, albo iiyniha 
A — NIC albO «i8rfu.';rt:.M.;-', 

Jeżeli a, i, c są K [klasami], to 

o /~i 4 /~i t oznae/a: klaso wspólną klasom u, 6, e. 

twl^t ,. najmniejszą klasę, zawierającą w sobie klasy o, 4 i c. 

—a , klasę złożoną ■/. elementów nie-a, 

xsa . x jest o [należy do klasy a\. 

x, $ ta „ x i y należą do klasy o. 

a = Ł „ klasy a i 6 są teżsawe. 

«[)l „ klasa a jest zawarta w klasie Ł. albo każde o jest b 

A ,. nic albo klasę "zero,,. Tak np. ai = A oznacza, że 

żadne a nie jest b. 
.leżeli o, b, <: są zdaniami, to 

jednoczesno potwierdzenie zdań alb; 

że przynajmniej jedno ze zdań n, i, fi jest prawdziwe 
zn]irzec/eui.; udania a, Jeżeii /danio u zawiera je- 
den ze znaków q, =. e. wtedy znak— dogodni: 1 j jii.it 
pisać przed teiui znakami. Tak np. a — = b piszemy 
zamiast -(a = 4), x - ,a zamiast -(«.) lab ss-a. 
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Jeżeli np. o, b są K, to a 



a = b oznacza: zdania a i . 
n n b „ ze zdania a wynika i, albo jeżel 

X „ niedorzeczność. Tak np. a— o= 

Jeżeli o i fi są zdania, zawierające przedmioty 

a ;).,; fi oznacza: jakiekolwiek jest x, z a wyniku b. 

° 0*0 '' " jeżeli a: i y czynią zadość a. to czynią zadość i fi. 

n=jTft „ dla wszystkich wartości '. zdania a i 6 są teżsame. 

a — = x A n warunek a nie jest co do i niedorzeczny, albo istnie- 
je *, czyniące zadość warunkowi o. 

Rozmaite części jednego wzoru oddzielają się od siebie nawiasami, jak 
w Algebrze. Do oddzielenia części twierdzenia używamy punktów 
. : .■. : : i t. d. Aby przeczytać wzór opatrzony takiemi punktami, 
hjf/ymy nnjpr/ód znaki, nic rozdzielone punktami, następnie znaki, roz- 
dzielone jednym punktem, rozdzielone dwoma, potem trzema i t.d. Taknp. 

ab.cd-.ef.g.- h . ki oznacza {[(ab) («*;] [(«/) ffonUR 

Wzy pimiocy i ego znakował, i a twi.-rdzenin Logiki wyrażają nic nadzwy- 
czaj zwięźle, jak lo pokazują uaslł;pująr^ pr/ykliidy; 

a e K . o .a . q a {ąuod est, est } , 

o, 6, t:K.oQ6.*o c; 9- a O c wyraża sylogizm: 

Jeżeli o, 6, c są klasami, np. sądami, to: jeżeli z a wynika fi, z fi 
zaś wynika e, to z o wynika e, 

<*A = A* "^ A = '<- 

Jeżeli", fi są klasami, ro stad wynika, że kl:i~a wspólna klasom a i a 
jest klasą a; najmniejsza ki asa, obejmująca klasy o i a jest a; klasa, 
będąca negacją klasy nie-a. jest klasą a: klasa wspólna klasie nie-a 
jest klasą zero; klasa wspólna klasie a i klasie zero jest zerem; 
najmniejsza klasa, obejmująca klasy a i klasę zero, jest klasą a. 
Następujące trzy wzory czytelnik z łatwością sam odczyta, 
a,bsK.3:ab = ba.a\jb = b\ja.abQa.aQa^b. — <a/~\b) 
= (_«)<_. (-fi) . -|.vł)-(-ł) r, (-i); 
o, 6, e e K . : («Ł) = =- «('«) = o*c . (o ^ '') '^ e = o w (i ^ e) 



Li-.-/ bi; ryeb jnv,yklndóv. możnauy znacznie powiększyć; ale i podane wy- 
starczają do pokazania, w jaki sposób s.yinbo listy ka P e a n o skraca wy- 
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slowieuie twierdzeń. Równie zwięźle przedstawił; można twierdzenia 
matematyczne, jak to pokazują na^ti-pujące jirzyklady, ki.ńre czytelnik 
łatwo odczyta. W nich klasą N są liczby całkowite dodatnie, inne 
znaki aa zwykle arytmetyczne. 

abz N.o .a4-(ifl) = »(6-fl); 

a Ł CB iF. 9 .a + (6 + .0 = <. + i-f- C ; 

azN.Q. l + o=a + l; 

abzN. :a<t>. = .b-a- = A ; 

u6b itf.Q.ais ,V; 

a ,b, e *N.Q.6=b:Q: a c=b c .; 

o, b, c, e iV.Q .'. o<rii . — , «c<rie : a=^6 . = . ae = Sc: 

a;>& . = . oc>k. ; 
«, i^ttf. ()-■(»«) =•&«{ 

Ont-ittiue twierdzenie wyraża: jeżeli a i h są liczkami eatkowitemi, to 
iloraz z podzielenia b przez a jeóf liczbą •■Jilkriu-itn,, jeżeli istnieje takie 
w, dla którego xa = ft. W następujących przykładach 7 niechaj oznacza 
klasę liczb rzeczywisty! 1 ':]: niożemy iiapisiić następujące twierdzenia: 

a, b s ą . Q . ab = 611 

[je/,. -li liczby a i 6 są rzeczywiste, to iloczyn nb równ:i się iloczynowi lut j 

o,6 EC .o»+l»=0:o: o=0.6=-0 

1,1:;. ai>=0:0: a = . <«* . 4=0 

Wzi.';r lisi.ultii oznacza, ko jeżeli iloczyn dw^cb liczb rzeczywistych o i ft 

jest zerem, tri alko n- albo i musi być zerem. 

«,M,,P!.o/.4y=» i '-!/ = '-*-« + ^2j = «-». 
o i s ? . o : : x tą . *' + o 1 -f 6 = : - =»■ ,\ -'- = . " 2 — 4 6 > 0. 

Wzór drugi wyraża twierdzenie : "Jeżeli o i 4 są liczbami rzeczy wistemi, 
to warunkiem koniecznym i dostatacznym, aby pierwiastek równania 
i' + iii+6=0 był liczbą rzeczywistą, jest: a 1 — 4 6 >0„. 

Twierdzenia piątej księgi Euklidesa przedstawiają się pod po- 
stacią wzorów n us Lr] mjący eh, w kt.f:ryi:h U oznacza klasę wielkości, N 
zaś, jak n r yżr-j, klasę He/b całkowitych dodatnich: 

1. a, 6e G.m: JV: 3 .HJO-f-m b = m(a-\-b) 

2. a z G, », n z N : Q . ma + na = (m-\-n) a 

3. „ !f ). »(«*) = (»»)« 

4. o, fi, e, ./, e G, m, uff. a/1 = o/d : . C™)/(»*) = (™c)/( n /<J) 
6. o, b s G . w ; N : o . ma-,«6=m( n _i) 
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*,b, CS G .a = b: ;y. ajc = bjc .c/a^c/b 
„ a > 6 ; q : ajc > bjc . e/b ;> cja 

B / C =6/C = 0-0-6 
| „ c/« = «/6: .a = Ł 

j „ o/c > bjc : o . « > 6 

a, b,c,d,e,ft G . ajb = cjd . e/d = ejf ■ ;) , ajb = e// 

. a/6 = cjd= «lf:Q. ajb = (o+d-«)/(6+<H/| 

■ «t>> = "fd . rjd > «//■ , O . ajb J> ■// ' 
a, 6, o, d 3 <? . o ; 6 = c/d : O ,\ « > e . ;) . 4 > d : a=c . g . b=d: 



>N: .(.,.a)j(mb) = 



:•;,. 










<• 


-*)/&= 
c)/[Ł- 


(e—djjd 
{o+d)jd 
d) = ajb 




tf. 


•/» = 


dje 


bjc 


= «i/ 


■ o ■-■ " > 


-O-rf: 


= 


= •0 


d- 


=/ 


»<;<; 


. o . d < ; 




a/b 


= *// 


!>l 


- 


i/ e! n 


\ o > c . o 


.J>f 


a = 


c -0 


.d 


=./ 


«< 


. o-rf</ 




a/b 


= dje 


V 


= 


»//■:. 1 


•/»=4,y 




ajb 


= *If 


bjc 




*/* : a 


o/ C = rf// 




ajb 


= c,'d 


'1 




'7^0 


.(«,+«)/* = 


(c+n/d 



i G.ajb = c/d. o > i. o > c ,q . « + d>ft + c. 



Dla przykładu pokażemy jeszr k», iv jaki sposŃb 1'eano wyraża nie- 
które twierdzeniu jjeoniiilryczne. "W l ieuinetryi A' oznacza klast' lub kate- 
pjryą iL[.wiir.'iwget!)iitl-ryL'-ziiy<;!i. 1 wyraża |innkl, A'l oznacza klas; punk- 
tów albo l'ii;ui'; ;;(.:Oiiictrvezną. znak — miedzy d wcina, punktami oznacza 
idi tożsamość, .leżeli a, b są punktami, to ab oznacza klasę, n tworzeni ą 
z ji mik t ■ j w wewmj.t.f/nytdi oilc.iuka a!>.VCj.r,T c s ab oznauza, że c jest punk- 
tem wewnętrznym odcinka oi. 

o, Ł s 1 . o . ab s A"l 

0,6, c, rf, »1 .a = t.c = 6r: g . 3 c = 6d. 
Ostatni wzór wyraża aksiomat o prostej. 

a, b, e, ds 1 . o e ad . b * a o : g . 6 2 a d. 
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Wzór ten wyraża: jeżeli o, b, c, d aa punktami odcinku, punkt, c leży w( 
wnątrz odcinka o rf, punkt 6 wewnątrz odcinka ac, tu wynika stąd, i 
punkt i leży wewnątrz odcinka ad. 



Wzór ten wyraża, jeżeli n i b są punktami, c i d zaś są piinkrami prostej 
<i'/j, tn istnieje punkt k Liki, że punkty <; i <f należą do odcinka ae. 



a, b, c, d t .a/ : - ^A 
wyraża: Jeżeli o, b, c, d są punktami i jeżeli odcinki ab i cd mają wspóine 
dwa punkty różne, to te e/.tcry punkty należ;; do jednego odcinka, 

M Wykładowi ogólnych metod Jłatematyki poświęcony jeat rozdział 
tomu 2-go Logiki W u n d t a. 1883, str. 76-114, w której czytelnik znaj- 
dzie następujące tzec/.y: o zadaniach liadania ni atematycznego, o analizie 
i syntezie matematycznej, o iiulukcyi i abstrakcyi malcami yo/nej, o de- 
dukcji uiatemaiycziie'. Ten sam przedmioi opro i>o\vał wcześniej Wiuidt 
w rozprawie Ucher die mathematische Iudiiction i IViilosojihi*>-hf. Studien, II 
1883, atr. 90— 147]. 

!S Hankel. Zur Geschiehle der lluthemai-ik im Alterthum imd Jlittel- 
alter, 1874, str. 137—150. 

56 Przykład wzięty z D a u g e'a Lecon.s de Methodologic matnematinue 
1881—1882. 

"Hankel. Zur Geseliichte der Mathematik im Allertlminuud Mit- 
telalter, jak wyżej. 

*" J. M. C. D u li a in e 1. Des tnśtkodes dani lea sciences des raison- 
nement. 1'remiere partie. Den nińthodi-s comuiuoes a toutes le* Hi-ionees 
de raisonnement. Wydanie 3-e. 1885. 

'" O indukcyi i dedukcji loaieiuatyeznej, patrz W U u <1 1, Logik II, 
85-114. 

J " Potężnym bodźcem cłu uogólnienia badań matematyczuycb było 
wprowadzenie, liter do ;iznaezania liczi) w racnunkaeli ii.iyebraic.iiyeh. 
Przy przedstawianiu działań w takiej postaci, musiały naturalnie po- 
wstawać pytania o oyólneiu znaczeniu działań. gdy się, żadnych co do 
liczb, wyiażanycli przez litery, nie czyni założeń specyalnych.. Przez Geo- 
meiryą D e s e a r t e s'a wpływ tej metody przeszedł naGeometryą i roz- 
winął się następnie w (Teoniet.ryi syntetycznej. 

11 Hankel, Thoorie der eomploxen Zahlensyst.eme, I8d7. str. 10—12, 

42 Chasl es. Aperou hisLoriąue sur roriniue ot te developpemeut des 
meliiodes en geometrie, paniculiiTcnlcnt de edles ipii se rapportoul a la 
geometrie modernę, suivi d'un niemoire sur (iuns prineipes generaus de 
la science, la iluutite et rhomographie 1847, wyd. :l-e 1883, str. 586— 695. 

" Klein F., Yergleichemle Uctrach! uiigen iiber neuere geometrische 
Porsehuugen, 1872, str. 7. 
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"Poncelet, Traite des pr<)pri>H'>s pnijec-tm:* Jes figurea, 1822, 
Wydanie 2-gie, 1865.Dwatomy. Porównaj nadzwyczaj intereaującf uivan-i 
zawarte we wstgpio do te;:o *TL;ikumityi;y dzieła. 

" Stein er. Systematiache Entwickelnng der Abkangigkeit geome- 
triach i;r (Teat-ultci], 1832: także w Jaoob Steiner's (iesanmieiti; 
Warta I., 1881. str. 233. 

iB Wron a ki podat w r. 1810 "prawy un/wyżsKi:,, w rozprawie: Pre- 
mier principe dea methodea algorhhiniąues comme base do la Teclmie 
mathómatit[uc, i rozwinął ją w dwóch wielkich tomach dzieła: Philoso- 
phie de la Technie algoritlimiąue, 1815, 1816 —1817. Porównaj O ., pra- 
wic iiaiivyższem„ H e n e - W r o ń 8 k i e g o w Matematyce, przez S. 
Dickateina, [Prace matematyczno-fizyczne, tam II, 1890. arr. 145—168]. 

łB B r i x, Der mathematiache, Zahleni'iRfrnl'1' lmd sdne Entwicklungs- 
formen. [PMlosopMsche Studien, VI, 1890 str. 290]. 

13 Duboia-Rey mond. J)ie alk^-nciiii:- FniiM.ioiicnt.heorie, gtr. 38. 
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CZĘŚĆ PIERWSZA. 

TEORYA DZIAŁAŃ. 



ROZDZIAŁ I. 

LICZBY CAŁKOWITE. 



8. DZIAŁANIA PROSTE 

Wiemy już, że lic /by <-y.ł l-;t> wii t. - ^Kinowi li miebmieut Arytmetyki i że 
prowadzi do nich abstrakcja z dostrzeganej wielości przedmiotów. 

Przedmioty, zjawiska dostrzegane, !ub odpowiadające im akty 
myśli nazywamy; pieru-sii/m. drugim, trzecim, i t. d. Każdemu 
z dostrzeżonych przedmiotów odpowiada pewien liczebnik porząd- 
kowy; inaczej mówiąc, przedmioty, przez nas dostrzeżone i odró- 
żnione, odpowiadają, kolejno wyrazom szeregu: 

pierwszy, drugi, trzeci, czwarty, .... 
Szereg tych wyrazów zastąpić można szeregiem innych przedmio- 
tów lub znaków w ten sposób, aby każdemu przedmiotowi z pierw- 
szego szeregu odpowiada! jeden przedmiot lub znak z drugiego 
szeregu, i odwrotnie, aby każdemu przedmiotowi z drugiego szeregu 
odpowiadał jeden przedmiot ■/. pierwszego. Podobne przystosowywa- 
nie czyli odłL-zoro wywanie wzajemne dwóch szeregów przedmiotów sta- 
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nowi nie tylko podstawę licintiiei, ale jest źródłem wiciu ważnych 
metod matematyczny cli, o których w tej książce mówić będziemy. 
Jeżeli z wyrazów szeregu 

pierwszy, drugi, trzeci, czwarty, . . . 



|>ie]'W-/V ; 

pierwszy, drugi, 
pierwszy, drugi, trzeci, 
pierwszy, drugi, trzeci, czwarty, 

pierwszy, drugi, trzeci, czwarty, ...,»— y, 
to do każdego takiego szeregu będziemy mogli przydzielić li<:zlę. 
a mianowicie, do pierwszego szeregu YnvAw : jeden, do drugiego liczbo 
dwa, ... do ostatniego liczbo n. Przy tworzeniu liczby umysł wy- 
konywa syntezo aktów myśli, odpowiadających każdemu z powyż- 
szych szeregów: do dziedziny nazw lub dziedziny przedmiotów do- 
daje coś nowego, a mianowicie szereg form matematycznych. For- 
my te odtąd służyć mają za szereg zasadniczy, z którym porównywać 
będziemy za w -z:- jakiekolwiek szeregi przedmiotów . podległych 
naszemu spostrzeganiu '. Liczba, otrzymana z syntezy aktów, o ja- 
kich mówimy, uważa się za liczbę przedmiotów badanego przez 
nas szeregu. 

Licząc przedmioty, t. j. dając każdemu z nich nazwę, wziętą 
z szeregu liczebników porządkowych, przez to samo przedmioty te 
jiorządkujeiroj. Jeżeli zmienimy porządek' przedmiotów, t. j. przesta- 
wimy je w sposób dowolny, i następnie porównamy z szeregiem licze- 
bników porządkowych tak, aby kolejnym przedmiotom przypadły 
znowu nazwy pierwszy, drugi, trzeci.,., to oczywiście o^iainieiuu 
przedmiotowi, bez względu mx poczyniono przestawienia, odpowie 
taż sama nazwa, która odpowiadała ostatniemu przedmiotowi w po- 
przediiiem uporządkowaniu. Liczba przeto, odpowiadająca szerego- 
wi po przestawieniu, będzie taka sama, jak liczba, odpowiadająca 
mu przed przestawieniem; liczba przedmiotów nie ulega zmianie, 
czyli, wyrażając sio słowami Kronecker a, liczba jest mczmiemiU 
hiem danego szeregu przedmiotów E . 

Liczba w tern znaczeniu, to jest. liczba całkowita, zastępuje przy 
liczeniu liczebniki porządkowe, zamiast więc nazywać przedmioty 
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pierwszym, drugim, trzecim, . . . , liczymy: jcilon, dwa, trzy . . . 
Przy liczeniu iv ten sposób nie tylko oznaczamy każdy przedmiot, 
ale .jednocześnie wykonywamy syntezę aktów myśli, odpowiadają- 
cych każdemu z przedmiotów, to jest określamy ów niezmiennik. 
ową formę matematyczna, która pozostaje niezmienną [przy dowol- 
neni przestawianiu przedmiotów liczonych. [Na nazwę tego nie- 
zmiennika język niemiecki posiada wyraz "Anzahl„, gdy wyraz 
"Zabl„ używa się w znaczeniu ogólnem, a więc nie tylko dla liczli 
calkowil ycli. ale i ułamkowych, ujemnych i t. d. I my w tćm żarnem 
znaczeniu używamy wyrazu "liczba,,, dla oznaczenia zaś pojęcia 
"Auzahl,, najwłaściwszym byłby wyraz : 'ilość,,. Lecz upowszechniło 
się w naszym języku naukowym używanie wyrazu ilość, raz w zna- 
czeniu logiezuem, w przeciwstawieniu do wyrazu jakość, drugi raz 
do oznaczania wogóle liczb jakichkolwiek, a nawet do oznacza.nia 
wielkości. Dla niewywołniiia wiec zamieszania w języku naukowym, 
dla wyrażenia pojęcia -'Anzalil,, używać będziemy wyrażenia "licz- 
ba całkowita,, lub. gdy nie zachodzi obawa dwuznaczności, wyrazu 
liczba; mówić tćż będziemy o wielości, mnni/oźei lub riic.-.-uiitnżci 
przedmiotów, nadającej się do przedstawienia za pomocą liczby |. 

Szereg liczb: 

jeden, dwa, trzy, cztery, . . . 
lub w znakach: 

1, 2, 3, i, . . . 
wystarcza do liczenia jakiegokolwiek szeregu przedmiotów, ale po- 
siada on jeszcze inne ważne zastosowania, które zaraz przedsta- 
wimy. 

Niechaj hęda, dwa szeregi przedmiotów, nazwijmy je A i B. Ka- 
żdy z tych szeregów możemy liczyć oddzielnie, nazywając przed- 
mioty szeregu A kolejno: pierwszym, drugim, trzecim, . , . ,»,-ym, 
pr/edmioly szeregu B, nazywając także kolejno: pierwszym, drugim, 
trzecim, . . . ,n.,-ym. Wyobraźmy sobie teraz szereg liczb całko- 
witych 

1. 1, 2, 3, i, 

i przystosujmy do niego liczebniki porządkowe z poprzednich 
dwóch szeregów w te:i sposób, aby liczbom szeregu 1. odpowiadały 
po kolei i bez przerwy liczebniki pierwszy, drugi, trzeci, . . .,«,-y, 
pierwszy, drugi, trzeci, . . . ,n, r y, wtedy ostatniemu przedmiotowi 
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szeregu li odpowie liczba szeregu 1., którą nazywamy mi*i liczb 
W; i n 2 i oznaczamy przez n l -f- ^. Liczba », + »<, w odniesieniu 
do dwócli danych szeregów ,1 i .11 oznacza, że jeżeli przedmioty obu 
szeregów wyobrazimy sobie, jako stanowiące szereg jeden, w któ- 
rym idą przedmioty najprzód szeregu ,-t. a następnie szeregu /.i, 
to, bez wzglądu na porządek przedmiotów w każdym z szeregów 
danych, liczba, odpowiadająca temu jednemu szeregowi złożonemu, 
będzie n 1 +n a . 

Jeżeli znowu do szeregu 1. przystosujemy w sposób wyżej opisa- 
ny najprzód liczebniki porządkowe pierwszy, drugi, trzeci, . . .," B -y, 
odpowiadające szeregowi A, następnie liczebniki porządkowe, pierw- 
szy, drugi, trzeci, ..., n i — y, odpowiadające szeregowi B, to doj- 
dziemy do pewnej liczby, która będzie sumą liczb n 2 i »,, a którą 
wedle przyjętego znakowania przedstawiamy za pomocą » s +«,. 
Liczba ta wyraża oczywiście, że jeżeli wyobrazimy sobie przedmioty 
obu szeregów, jako stanowiące szereg jeden, w którym najprzód 
idą przedmioty szeregu li, a następnie przedmioty szeregu A, to, bez 
względu na porządek przedmiotów w każdym z szeregów danych, 
liczba, odpowiadająca tema jednemu szeregowi złożonemu, będzie 

Działanie, za pomocą którego otrzymaliśmy liczbę iij + % lub 
n. A -\- w l5 nazywa się thiiawanidn. 

Jest oczywistem— i oczywistość ta niezależnie od poglądu na źró- 
dła naszego poznania, musi być uważana za założenie zasadnicze 
teoryi działań,— że liczba n s -r«i! do której doszliśmy przy drugiśm 
liczeniu, jest. tą samą liczbą szeregu 1., jaką jest liczba tj, -[-n ; >, do 
której doszliśmy przy pierwszem liczeniu, co wyrażamy w ten spo- 
sób ; 

2. « 1 +n s =n J +n 1 . 

Prawo to nazywa się prawem jinemiennohi dodawania fcommutativ 
Law]. Wzór 2., wyrażający to prawo w przypadku dwóch składni- 
ków, z łatwością może być rozszerzony do. jakiejkolwiek [skończonej | 
liczby składników, jeżeli znaczenie dodawaniu trzech i więcej liczb 
za pomocą określenia ustalimy. Prawo to wyrazie można ogólnie 
za pomocą wzoru 

n, +«,+- . . . Ą-n r ^n a +n„-\-. . . + » e , 
gdzie ii. fi n etanowi jakąkolwiek przemianę szeregu 1, 2, . . . ,r. 
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Z poprzedzającego wnieść można, że dodawanie dwóch [i więcej 
liczb] jest lylko iiuiiiólniwnitsm liczenia. W dodawaniu zestawiamy 
szeregi przedmiotów, z który cli każdemu odpowiada jedna z lic/b 
szeregu 1., w liczeniu zaś te szeregi składają, sit; każdy z jednego 
przedmiotu, któremu w szeregu 1, odpowiada pierwszy wyraz. Jeżeli 
liczbę, odpowiadającą takiemu pojedyńezemuprzedmiotowi, nazwie- 
my jednością, to liczenie będzie można nazwać dodawaniem jedności. 
Widzimy zarazem: 1. że gdy idzie o dodawanie i wogóle o dzia- 
łania na liczbach całkowitych, wszystkie przedmioty liczone, bez 
względu na różnice, jakie pomiędzy niemi istnieć mogą, zamieniają 
się w procesie liczenia wszystkie na jedności, wszystkie zatćm stają 
sic równemi. 2. że każdą liczbę .szeregu 1. wyrazić można jako 
Minie iiczhy, bezpośrednio przed nią sic znajdującej, i jedności, czyli, 
liczba szeregu 1., bezpośrednio rinslępujiicą po liczbie «, jest. w + 1 . 
Z prawa przemieniłoś ci 2. wynika 

3. » + 1 = 1 + ». 

.leżelibyśmy wzór 3. stanowiący przypadek szczególny wzoru 2.. 
przyjęli za założenie zasadnicze, to z niego i przy pomocy określenia 

4. «i + ("i + *) =■ («i + "4) + 1 . 

moglibyśmy wyprowadzić tak wzór 2. jako też i wszystkie własności 
dodawania. 

Wzór i. stanowi przypadek szczególny ogólniejszego wzoru 

»,+(», + »,) = («,+»,)+»„ 

wyrażającego prawo -lacsiiożci | assoeiatiye Law] dodawania. Prawo 
to określa właśnie sumę trzech składników: jedna i druga strona 
wzoru 5. oznacza .-unie trzech liczi) n x -f- » a -f" %■ Prawo to rozcią- 
ga się na jakąkolwiek ;skońezoną] liczbę składników. 

Łącząc prawo przemienności i łączności w jedno prawidło, mo- 
żemy powiedzieć, że mając do dodania ilekolwiek liczb n v n 3 , ... ,n r , 
możemy otrzymać sumę ich, łącząc którekolwiek i ilekolwiek z nich 
W sumę cząstkową, z pozostałych liczb łącząc znów którekolwiek 
i ilekolwiek w drugą sumę cząstkową i t. d., póki nie wyczerpiemy 
ws/ystkicli składników danych, i dodając następnie sumy cząstkowe 
w dowolnym porządku 3 . 
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Jeżeli pojedynczo składniki sumy »j + n 3 + ■ ■ ■ + »<■ sa. wszy- 
stkie równe jednej liczbie n, wtedy dodawanie przechodzi w mńnżenit. 
suma zaś n t -\- n 2 Ą- . . . + «,. = n + n + . - - + i przyjmuje mu 
z wy iloczynu liczb rc i r i oznacza się przez w. Liczba nr jest nie- 
zmiennikiem, odpowiadającym szeregowi utworzonemu ze złączenia 
r szeregów, z których każdy zawiera po ti przedmiotów. Jeżeli w tym 
szeregu złożonym zmienimy ustawienie przedmiotów w ten sposób, 
aby najprzód stały obok siebie wszystkie przedmioty,, które w sze- 
rega.cb danych były pierwszemu następnie wszystkie, które były 
dnif.ieiiii i t. d., wreszcie wszysikie, które były ostat niemi, to doj- 
dziemy tym sposobem do liczby rn. Ponieważ liczba przedmiotów 
nie uległa zmianie, a zatem 



Wzór ten wyraża prawo przemienności mnożenia dla przypadku 

d wól' li t:?;jiihih'iu). Jeżeli określimy mnożenie trzech [i więcej | czyn- 
ników za pomocą wzoru 

wyrażającego prawo łączności, pr/yczem pierwsza i druga .strona 
wzoru 7. wyrażają iloczyn n^ «.,«.,, t.O na zasadzie tego określenia 
będzie można wzór 0. rozszerzyć na dowolna | skończona.] liczbę 
czynników t. j. napisać ogólnie 

gdzie a, fi, . . . ,o oznacza jakąkolwiek przemianę szeregu 1, 2,..,i: 
Łącząc prawo przemienności i łączności mnożenia w jedno pra- 
widło, możemy powiedzieć, że mając do mnożenia ilekolwiek lic/b 
«!,».) . - , «/, możemy otrzymać iloczyn ich, tworząc z kłóryehkol- 
i ilukol wiok z nich iloczyn cząstkowy, z pozostałych ilukolwiek 
t. w orząc tlrutsi iloczyn cząstkowy i t. d. póki nie wyczerpiemy wszy- 
stkich czynników, i mnożąc następnie przez siebie iloczyny cząstko- 
we w jakimkolwiek porządku . 

Oprócz przemienności i łączności mnożenie liczb całkowitych po- 
siada jeszcze jedną ważną własność, nazwaną prawem rozihkhioki 
[distributive Law] 4 , które wyraża się wzorami 

*<"i +«,) = * ",+%»* 

Pierwszy z tycb wzorów daje się dowieść przez rozkład iloczynu po 
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pi-Łiwój stronie na sumę n.,_ równy oh składników, a następnie przez 
odpowiednie uporządkowanie tych składników, drugi zaś wynika 
z pierwszego przy zastosowaniu prawa prze mi en n ości. 

Jeżeli czynniki iloczynu », ». 2 , . . . ,n r są wszystkie równe jednej 
liczbie n, wtedy mnożenie przechodzi w potęgowanie albo podnosze- 
nie do potęgi, iloczyn zaś n L n 3 . . . n, ■= nn . . . n przyjmuje nazwę 
r-tij potęgi liczby « i oznacza się przez n''. Liczba n nazywa się ^od- 
,-;■:;,■('.'[ ])i.'1.'j!i, liczba -r jej wi/MadniMem. 

Potęgowanie nit! jest przumiennein ani łącznem, gdyż 
n' jest w ogóle różne od r" 
oraz 

»<"'. . „ .w. 

posiada natomiast własności wyra/one wzorami 
9. »" _(»')" 

n. [powiadające prawu rozdzielności mnożenia; właściwie tylko, 
ostatni z wzorów 9. wyraża ściśle tg własność, która hi czy potęgo- 
wanie z mnożeniem w podobny sposób, w jaki wzory 8. łączą mno- 
żenie z dodawaniem. Pierwsze dwa wzory <J., nie mające analo- 
gicznych sobie w dodawaniu i mnożeniu, wyrażają eharakterystycz- 
ue własności potęgowania s . 

U. DZIAŁANIA ODWROTNE. 

Opisane wyżej działania: dodawanie, mnożenie i potęgowanie na- 
zywają się działaniami prwteitu; w prz-ceiwstawieniu do nich cztery 
następujące nazywają się działaniami o'.i'1-n-lneiid. Działaniu prosto 
nazywa Ha ii li e 1 tetycznemi — tbetische Operal.iooen, odwrotne— 
litycznemi. lytiscbe Operationen]. 

Odejmowanie jest to działanie odwrotne względem dodawania ; 
jest to takie działanie, za pomocą, którego wyznaczamy liczbę ,v, 
czyniącą zadość równaniu 
1. x — n^ = n Ł . 

Liczba x nazywa się róin-ka- liczb *ij i n., i oznacza się przez ^ — " 2 . 
Kładąc za .t to wyrażenie w równaniu 1., otrzymujemy 
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Wzór 2. może być uważany -/.a, określenia różnicy lub odejmowania. 

Z istoty odejmowania wynika, że jeżeli n, i n 2 są liczbami szere- 
gu 1., że wtedy tylko na x otrzymujemy odpowiedź, to jest otrzy- 
mujemy liczbę, znajdującą się, iv tym szeregu, jeżeii liczba », znaj- 
duje się w szeregu na prawo od liczby n 2 , jest od liczby n 2 więk- 
sza. Jeżeli zaś co do n, i n 2 nie czynimy z góry żadnych zastrzeżeń. 
wynika potrzeba nadania znaczenia odejmowaniu i w tym przypadku. 
w którym warunek powyższy się nie spełnia. To prowadzi do roz- 
szerzenia dziedziny liczb, to jest do utworzenia zera i liczi) njtmMji-.h . 
przyezem naturalnie równanie 2. służyć winno za określenie no- 
wych liczb. Tak więc dennicy a formalna liczb ujemnych jest toż- 
sama z definieyą odejmowania. 

Dzielenie jest działaniem odwrotnem względem mnożenia ; jest to 
działanie, za pomocą którego wyznaczamy liczbę ,*, czyniąca zadość 
rówriii.uiu 

3. *» a = n 11 

gdzie n, i n. 2 są liczbami szeregu 1. Liczba .? oznacza się przez 

" L lub Bj/mj 

i nazywa- się ilorazem. Kładąc za .r to wyrażenie w równaniu ',)., 
otrzymamy równość 



która może być uważana za określeniu ilorazu lub dzielenia. 

Z istoty dzielenia wynika, że jeżeli h, i u.-, są liczbami szeregu 1. 
to wtedy tylko otrzymujemy na .r odpowiedź, to jest otrzymujemy 
liczbę zawartą, w 1., jeżeli liczba n, jesl wie/olrotnoscią liczby n.,. 
Jeżeli zaś co do n x i n s nie czynimy żadnych zastrzeżeń, to wynika 
wtedy potrzeba nadania znaczenia dzieleniu i w tym przypadku, 
w którym warunek powyższy sie, nie spełnia. To prowadzi do no- 
wego rozszerzenia dziedziny liczb, to jest do utworzenia liczi ułam ■ 
kornych, przyezem naturalnie równość 4. winna służyć za ich okre- 
ślenie. Tak więc definieya formalna liczb ułamkowych zawartą jest 
w detinicyi dzielenia. 

Z przyczyny prawa pr/etiueuuośtM. stopującego .sie do dodawania 
i mnożenia, każdemu z tych działań odpowiada jedno działanie 
odwrotne, tymczasem potęgowaniu, które przemieniłem nic jest 
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odpowiadają dwa działanie odwrotne, a mianowicie pierw iast kowa- 
nie [właściwie.: wynikanie pierwiastku] i 1 ogum mo warne. 

Pierwiastkowanie jest działaniem, za, pomocą którego wyznaczamy 
liczbę x, czyniąca, zadość równaniu 



Liczba .v czyli podstawa- potęgi otrzymuje nazwę pierwiastka [pier- 
wiastka ?i.,-ego luli pierwiastka iio-ej potęgi] i oznacza się w ten 

sposób: 

xJu;. 

Jeżeli to oznaczenie wprowadzimy do równania 5., otrzymamy wzór 

który można uważać za określenie pierwiastka i pierwiastkowa- 
nia. Jeżeli «j i n 3 są liczbami caikowhemi, to na ,* wtedy tylko 
otrzymujemy odpowiedź w szeregu 1., gdy liczba )i Ł jest poty/ą zu- 
pełną t. j. iloczynem n 2 równych czynników; w przeciwnym razie 
odpowiedź nio może zawierać się w szeregu 1. Jeżeli więc co do »! 
i fij nie czynimy żadnych zastrzeżeń, to wynika stąd potrzeba nada- 
nia znaczenia pierwiastkowaniu i w tym przypadku, w którym wa- 
runek powyższy się nie spełnia. To prowadzi nas znowu do rozsze- 
rzenia dziedziny licnb, to jest do tworzenia liczb mwymiurmjai. 
przyczem równanie 6. może służyć za formalne ieli określenie. 

Równanie 5. stanowi przypadek szczególny równania algebraicz- 
nego ogólnego, to też liczby niewymierne, określone formalnie za 
pomocą, takiego równania, zawierają się w pojęciu ogól nie js/um 

liczb aii/<jln;ji.C?ni/tJi. 

Logarytmowame jest działaniem, za pomocą którego wyznaczamy 
liczbę x, czyniącą zadość równaniu wykładni 



Liczba ;i: nazywa się hi/uri/lmc-m liczby », przy podstawie n., i ozna- 
cza się w ten sposób: 

* = log,, », 

., otrzymujemy równość 
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który może być uważany za określenie bgarytmu i logu rytmów ani a, 
Jeżeli w, i »., są liczbami szeregu 1., to na * otrzymujemy tylku 
wtedy liczbę, szeregu 1., jeżeli n, równa się liczbie » s lub jakimikol- 
wiek potędze [z wykładnikiem będącym liczbą szeregu 1 .] lic/by ».,. 
Jeżeli więc eo do n l i i^ nie czynimy żadnych zastrzeżeń, wynika 
potrzeba nadania loga:'ytmowauiu znaczenia u przypadku, w któ- 
rym warunek powyższy nie spełnia sic. To prowadzi do nowego uo- 
gólnienia pojęcia liczby, do tworzeniu liczb prze.?icf»>!,"jh |trauseon- 
deutalnyelij. 

Ponieważ równanie 7. stanowi tylko jedną z postaci, jaką przy- 
bierać mogii równania przestępne, wiec- dełinicya formalna, zawarta 
we wzorze 8., daje tylko specyalną klasę, liczb przestępny cli, klasę 
logarytmów. 

Z dotychczasowego przedstawienia widać jasno, że proces licze- 
nia, podnosząc się na coraz wyższe stopnie, prowadzi do trzech 
działań prostych: dodawania, mnożenia i potęgowania ; odwrócenie 
zaś zagadnienia zawartego w działaniach prostych, prowadzi do 
czterech nowych działań; odejmowania, dzielenia, pierwiastkowania 
i logarytniowauia, i zarazem wywołuje potrzebę rozszerzenia dzie- 
dziny pierwotnej, zawartej w szeregu 1. Odwrócenie zagadnień, za- 
wartych w działaniach prostych, jest myślą twórczą, która stwarza 
nowe dziedziny badania. Przekonamy się niejednokrotnie, ŻO ten 
sani pomysł w innych gałęziach Matematyki, a głównie w teoryi 
fuukey.j eliptycznych i liypereliptyoznych. stał się podstawą znako- 
mitych odkryć i uogólnień. 

W uważanym obecnie przypadku mamy do czynienia z zaga- 
dnieniami najprostszemi. bo z najprostszemi połączeniami liczb, 
weliodząeemi do uważanych działań, Przy połączeniach bardziej zło- 
żonych, utworzonych z rozmaitych knmhinaeyj powyższych działań, 
dochodzimy naturalnie do zagadnień odwrotnych ogólniejszych, 
i dlatego podane przez nas wyżej nowe dziedziny iiezb nie wyczer- 
pują całej rozmaitości nowych form liczbowych, do jakich prowadzą 
działania matematyczne, 

Z siedmiu opisanych działań, cztery, a mianowicie dodawanie, 
odejmowaniu, mnożenie i dzielenie, nazywamy działaniami zasadni- 
c-emi albo ari/tmeti/cinemi dla. tego, że stanowią one przedmiot Aryt- 
metyki elementarnej, która obejmuje dziedziny liczb całkowitych 
i ułamkowych, z wyłączeniem [dla względów dydaktycznych] dzie- 
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dżiny liczb ujemnych, uwzględnianej dopiero w Algebrze ele- 
mentarnej. Dołączając do powyższych czterech działań jeszcze pod- 
noszenie do potęg całkowitych i wyciąganie pierwiastków o wykła- 
dniku całkowitym, (jirzyiiiuiny sześć działań olenicnlarnyeh, stano- 
wiących podstawę rtzinłLm algebraicznych. 

Zawarta w tym i w poprzedzającym artykułu t tory a działań za- 
wiera tylko zarys Ogólny, w którym, opierając się na szeregu pod- 
stawowym 1. , podaliśmy zasadnicze własności działań, icli związki 
wzajemne i wskazaliśmy źródło, z którego pochodzi potrzeba roz- 
szerzenia pierwotnej dziedziny liczb całkowity cli oraz znaczenia 
działań. Pozostają atoli do rozstrzygnięcia pytania ważne, a mia- 
nowicie, w jaki sposób wskazane uogólnienia urzeczywistnić, czyli 
iuiiemi słony, jakie własności nadać nowym formom; czy i w jaki 
sposób rozszerzenia, wskazane w różnych kierunkach, to jest z ró- 
żnych pochodzące działań, łączą się ze sobą w jedne organiczną 
całość, wreszcie jaką rozmaitość form wydają kombinacye działań? 
Czytelnik przewiduje, że w tych pytaniach mieszczą się. doniosłe 
zagadnienia, nauki o liczbach. Zanim w.-znkźe de rozwiązania tych 
pytań przejdziemy, musimy jeszcze raz zastanowię się nad wyłożo- 
nemi wyżej prawami, okrcślająeomi własności działali zasadniczych, 
i, wziąwszy je za punkt wyjścia-, zbadać konsekweneye, do jakich 
prowadzą. Stanowić to będzie przedmiot następującego roz- 
działo o teoryi działań formalnych, w której formy, podlegle dzia- 
łania, będziemy uważali w całej ogólności, nie przywiązując do nieb 
zgóry charakteru liczb całkowitych 6 . 

10. LICZBY NADSKOŃCZONE. 

Rozważania nad naturą liczb, podane w art. poprzedzającym, 
można uogólnić, zakładając, że mnogość przedmiotów, z której za 
pomocą abstrakcji dobywamy pojęcie liczby, jest. nieskończona. 
O nieskończonej mnogości przedmiotów nie może nas przekonać do- 
świadczenie: w nieskończoności widzimy przedewszystkiem tę wła- 
sność zasadniczą, jaką posiada szereg liczb całkowitych. 
1. ■ 1,2, 3, 4. . .»,«+l,.... 

w którym od każdego dowolnie wielkiego wyrazu n możemy przejść 
do następującego »-| 1 w taki sam sposób, w jaki pr/ccłiodzimy 
np. od 1 do 2. W tern posuwaniu sic. coraz dalszein w szeregu na- 
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szym nie napotykany żadaej przeszkody, ż.adnój sprzeczności / pra- 
wami logicznego myślenia. Podobnie r/w/, sio, iri.il nietylko z szere- 
giem 1., ale i z wielu innemi szeregami np. z szeregiem liczb parzy- 
stych: 



/ szeregiem liczb nieparzystych : 

1, 3, $ . . . , 
z szeregiem ułamków ; 

Takich przykładów w dziedzinie badań matemaiyeznyc.il napotka- 
my wiele w ciągu dalszego wykładu. 

Ta własność szeregu 1. i innych podobnych "iirzeczowiona,,, że 
tak powiemy, lub przeniesiona do dziedziny przedmiotów , stanowi 
o nieskończoności rozmaitości lub mnogości. | Pojęciom nieskońezo- 
nośei i rozmaitemi jego odmianami, tak ważnemi w .Matematyce, 
zajmiemy sie szczegółowo w tomie drugim; tu idzie nani głównie 
o wyprowadzenie pojęcia liczb nadskouczonych, mających charak- 
ter liezlj całkowitych]. 

Jeżeli powiemy, że limba wyrazów 7 szeregu 1. lub liczba elemen- 
tów pewnej mnogości jest nieskończoną, to używamy wyrazu liczba 
w znaczeniu rozszerzonem. Pic/ba każda, odpowiadająca skończo- 
nej mnogości przedmiotów, jest zupełnie oznaczoną., i możemy od 
niej za pomocą skończonej liczby działań olemotilaruyeh cofnąć się 
do pierwszego wyrazu szeregu; tego samego nie możemy wszakże 
powiedzieć o liczbie nieskończonej, bo odejmując od niej kolejno 
po jedności, nie dojdziemy po skońezoaej liczbie działań do żadnej 
liczby określonej. Wyrażenie przeto "liczba nieskończona., jeżeli 
nazwę liczby chcemy tu zachować, oznacza liczbę, znajdującą się na 
kresie procesu myśli, wytwarzającego szereg 1 .; pojecie jej jest po- 
jęciem ijranicznćm, w którćm proces ten, jakkolwiek wyobrażnlny 
tylko w znaczeniu dowolnego przedłużenia, uważamy za- wyczer- 
pany; nieskończoność jest tu niejako golową, urobioną w pewną 
formę, jest, nieskończonością, jak ją nazywa Gantor, "bezwzglę- 
dną,, lub właściwą, aktualną; jest liczbą po za wszelką, liczbą skoń- 
cz.oną ; lub. inaczej mówiąc, jest picceszo liczbą nadskortczoną (trans- 
tinite Żalił) całkowitą a>. Liczba ta stanowić może początek nowej 
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rozmaitości liczb, w taki sam sposób, w jaki liczba 1 stanowi po- 
czątek szeregu liczb całkowitych skończonych. Nastepuja.ee po oj 
liczby nadskonezone będą 

<n+l, a>+2, <o + 3, a>+4, . . . 
Jeżeli do tego szeregu zastosujemy ten sam proces myśli, jaki sto- 
sowaliśmy do szorogu I., dojdziemy do liczby 2a>, po której nastę- 
pują 

Sm+1, 2<u+2, 2o+3, 2ft>-H . . . 
Troces, prowadzący od liczljy, zawartej w którymkolwiek z powyż- 
szych szeregów, ii o liczb innych w tymże szeregu, nazywa Cantor 
pierwszą zasadą tworzenia liczb: proces za-, prowadzący od liczby 
co do 2cy, nazywa drugą zasadą- Skombinowane zastosowanie obu 
zasad tworzenia prowadzi do kolejnych szeregów 

3co, 3co + J, 3(0+2, 3w + 3, . . . 



/wu, jWEo+1, ^ło+2, /i<o + 3 . . . 
po których znów dalszy proces daje nam liczby 

X<Q*-}-t*CO + V 

i ogólniej liczby postaci 

v «)f + Vx m^ 1 + . ■ ■ + v,,-ico + v fi . 
Lecz i tu proces tworzenia liczb nie kończy sic, bo prowadzi do 
liczb nadskończonych 



i t. p. 

Tworzeniu liczi) nadskończonych w dalszym ciągu nic nie staje 

na przeszkodzie; zdaje sic, ws.za.kże, żo proces ten suilii sic w głębiach 
nieskończoności, nic prowadzać do ściśle określonych dziedzin bada- 
nia. Tak jednak nie jest, jeżeli przy tworzenia nowych liczb uwzglę- 
dnimy warunek, nazwany przez a n t o r a trzecią zasadą, zasadą re- 
c-ulującą [ llemmmigs oder lleschninkiingsprincip |, którą zaraz 
przedstawimy. Uczynimy i. u uwagę, że teorya C autor a podlega 
(igijl:iej zasadzie zacliowuiiij, którą pr/edsrawitiśmy we wstępie 
[str. 27-32]. Zasado regulująeąstunowi właśnie zastosowanie poję- 
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oia niezmiennika dmui eiiiou-o-ci iiie-końezoaćj. podobnego do po- 
iocia niezmienniku, s t o: s uj ;} (.'.(.".' o sie do mnogości skończonych. 
Niezmiennik ten, który Cantor nazwał najprzód miw/ (potęgą, 
iMacini^keit, puissanee), api^nićj liczbą lai-dynalną. danój mnogości 
odiiowiadująeą, powstaje przy pomocy tej samej abstrakcji, przez 
która, w mnogości skończonej dochodzimy do pojęcia liczby skoń- 
czonej. Jeżeli mianowicie w danej rozmaitości albo mnogości .'/, 
składującej sic z oznaczonych i dobrze wyróżniony cli przedmiotów 
konkretnych lab z pojęć abstrakcyjnych, które nu zwiemy rJeiitr.n- 
tami mnogości, odwrócimy uwagę tak od natury elementów jako 
też od icb porządku, to dojdziemy do określonego pojęciu- ogólnego 
jiinivorsalc[, który można nazwać mocą mnogości A! } iillio odpowia- 
tliL^ij.i.-ri jej liczbą kardynalną. 

To ogólne określenie liczby kardynalnej obejmuje w sobie poję- 
cie liczby skończonej i nartskońezonej ; dajg. sio z niego wyprowa- 
dzić, jak to pokazujemy w przypisacb. ogólno prawa działań, odno- 
szące sic do jedny cli i drugich, jako też różnice, charakteryzujące obu 
rodzaje liczb. 

Prócz pojęcia liczb kardynalnych otworzył jeszcze Cantor po- 
jęcie typom lub liczb porządkowych, nazwanych tak dla tego, że 
iv procesie abstrakcyjnym, o którym mowa wyżej, nie odwracamy 
już uwagi od porządku elementów'. 



1 U szeregu tym mówi Kerry, lieher Anschauung i t. d. [1. c, str. 
?i'li]. Że jes! iri.elnźcin idnroirą fir-i/i-otkowi | nai iirliciiti lUsseiclhcitj du 
mierzenia wszystkich iunycli wielości, podobnie jak nasze oko, nasze 
ucho, nasze urgaau dotyku, mesza pa-inięć są przyrudzuneuii wzorcami do 
mierzeniu długości. 

O pojęciu liczby całkowitej traktuje obszernie V r e ge w pracy, liie 
Uuindlage.ii dur Arithiuelik, ciue logisch-mathematische Untersucliung 
liber den Begriff der Zab.1, 1884. 

! Kronecker, Ueber den Zahlbegriff... I. c. atr. 342. 

J Suma złożona z dwóch lk/Jmioże li.yij ur.eoi-zona:! sposobami, z trzech 
liczb— 18-ma, z czterech -264-ina. z pięcia— 5400-ma, z sześciu 141S40- ;aa 
sposobami. Też samo stosuje się i do muożenia. 

4 Nazwy praw pr/.emieuuości. łączności i rozdzielności podajemy w na- 
wiasach p i angielsku dlatego, że, one rozpows/ochaiiy się najwcześniej 
w literaturze aimiolskićj, jakkolwiek nienvszy i trzeci termin wprowa- 
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dzil do nauki prawdopodobnie 8 crvois w r. 1814, 
l*eber die complexen Zahlensysteme str. 3. 
1 Powtórzenie potęgowania prowadzi do działań 



khire uważają niektórzy za nowa działanie, za ^e/warty stopień, dzia- 
łali. Wszakże działanie to jest mu tego użytku i mało zbadane. Porowa, 
artykuł E. Schul tzego, Die rierfc Rochensi.ule \A;rl,ii- dur .1 /«.'/.■ i?m.k. ,v 
vnd Ptysik, 2 ser. IX, zeszyt 3, 18! !0, str. 320—326]. 

11 Wroński |Introduction. str G. i 7. | dzieli rl/.ia lania, opisane wart. 8 
i 1'., które | za wyłączę a iern lQgaryt,:riow:imi.i"| nazywa 'tljor^tmami pie.non- 
tnemi, na trzy klasy, z których każda znowu dzieli się na dwie gałęzie 
prosta | jirogreisive| i odwrotną | regressivej. Podział ten przedstawia 
iia^rjnijąca r;itilii'zkii; 

c .. ia proste: Dodawanie 

| Souunation] Ollwrotne: Odejmowanie. 



Reproilukcy; 



proste: Mnożenie, 



| Eeprotact™] od „ ot „. DlM eiiiB. 



fi[(>[iIliil'.V: 



proste: Potęgowanie 



IGradaationJ odwrotne: Pi eriv iastkowanic. 

Reprodukcja uważa Wroński za algorytm pośredni między sumo 

waniew i stopniowaniem, algorytmy zaś pierwotni' liniowania i stopnio- 
wania nazywa "biegunami intelektualnemi,, poznania w zastosowaniu 
do form algorytmicznych. W sumowaniu czelei wielkości uważa za 

przerywani;, mające charakter agregatów |'per ju\t:( posilionem ], w su- 
mowaniu za ciągle, w pewnej mierze za intensywni; i mające eharakter 
wielkości wzrastający eh [per intus susceptioiicmL Te dwie funkcje mają. 
według niego, każda swoje |irawa speeyalue; są one zupełnie różnorodne 
i niepodobna jednej z nieb wyprowadzić z drugiej. Pierwsza jest onartą 
na prawach budujących rozsądku |lois eonsi.itnt.ives de routendonienl], 
druga na prawach regulujących rozumu | lois rćgulariyes de la raison]. 
Neutralizacya tych dwóch funkeyj inteiekniiilnych daje funkc.yą pośre- 
dnią, a mianowicie algorytm reproiiukcyi, który z metafizycznego punktu 
widzenia odnosi do zdolności sądzenia 1 faculte. dii jngenient]. 

; Dajemy tu krótki wykład teoryi liczb kardynalnych i porządkowych, 
opierając sio głównie na dwóch pracach C autora: Grundlagen eiuor 
allgcineiiien Wannielifaitiukeitsbsliro, 1885 i Zur Lelire vom Trans li ni ren 
Krste Abthciliiiig. 1890. 1'orówn. także artykuły tegoż w Acta Małhe- 
matica. TT. 1883. 
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aądA j. gozDutl i, 

e imioffości -V i d/" L nazywają się riUcarmitiiiiemi, co wyra- 
żamy przez M~ M u jeżeli można je przyporządkować wzajemnie filii, 
aby każdemu elementowi pierwszej odpowiadał jedeo oznaczany element 
długiej, i odwrotnie. 
Jeżeli jtf ~ Jf, i M, ~ 3/ a , to wynika stąd, że -U - -ir.. 

Przykłady. Mnogość baru' tęczowy uli fczerwona, pomarańczowa, Żółta, 
zielona, blekilna, niebieska, fioletowa] i mnogość lonów yiimy [C, ^. £ 
F, (?, j1, i/] są mnogościami równoważnemi: obie podchodzą pod poję- 
cie ogólne .-iedia. 

Mnogość palców obu rąk i mnogość punktów w tak nazwanym rrójką- 
i-ic ary t. m e tycznym 



). Liczbą kardynał 11 ą, iru odpowiadającą, jest dzie-iięe. 
Mnogość nieskończona <<) wszystkich liczb całkowi ty cli szeregu 1. Jstr. 
iw. . jest t"''i M^l-j .v;ly. rl;i : nmogo-ei wszystkion liiv.b ] .■ ; L t V: v .^ I,', r ' i , mnogości 
wszystkich lic/.b nieparzystych, mnogości (;>.-r"') w'szystk\:hliczb zesm:- 
luiijcii całkowitych ; i.-l-v*. cdzie o. i ■' przyjmuj i niezależnie od siebie wszy- 
stkie wartości całkowite. Wszystkie te mnegości są znów równoważne 

mnogości | ' (wszystkich liczb rzeczywistych ' , gilzie ;c i ■/ są- liczbami 
względnie piorwszemi, nawul mnogość wszystkich liczb algel.irai.zgva 
jest równoważna każdej z powyższych mnogości. 1 1'orówn. art. 14.]. 
nznaeza ti). że wszystkie nieskończone omogośoi. o którycli tu mowa, 
można przystosować do szeregu 1. w .sposób, wyżej podany. 

Przeciwnie, mnogości irx~i/sti.ic'i li.-zb rzeczywistych jr.j, liczb wymier- 
nycb, niewymiernych, nlgehrriiiznych i przestępnych], jak tego ii iwiódi 
Cant o r, Ueber eine Eigenschalt des lube gniłeś aller reullen algebrai ■ 
selnin Zahlen [Journal fur dis rsins und ainj,,}ea:idln Mnthemafi/,; LXXVII, 
1874, str. 258]. nin jest równoważną mnogości (/). 

| Możemy też wspomnieć tu o ważuóm twierdzeniu Cantora, że roz- 
maitość n-wymiarowa ira;'", uważana jaku rozmaitość punktów jest ró- 
wnoważna continuum linearnemu. [Ein iieitrag zur Mannigfaltigkeit-- 
\eh.re Journ./. die reine u. wuj. Mathem. LXXXIV. 1878, str. 242.] I 

Z poprzedzaj ące go wynika, że mnogości równoważne mają moc albo 
liczbę kardynalna równa i że uaodwrót mnogości o równej liczbie kardy- 
nalnej są równe. Jeżeli więc M ~ M„ to M -~ Mi i odwr utnie. Tu przez 
M i jl/, oznaczamy liezby kardynalne. 

Jeżeli dwie dane mnogości nie są równoważne, to musi" zachodzić jeden 
/. dwóch nMvti ;)uj ;i.i- ■- i-u pr/ypaóków: l-o można z A wydzielić Część skła- 
dową -V, aby było M -~ A'; 2-0 można z M wydzielić cześć składową .1/' 
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aby było M' '■- A'. W pierwszym przypadku mówimy, że M jest mniejsze 
od JV, w drugim : M je.si większe od N. 

Mnogość, powstałą, z połączenia mnogości M i N,~~aa. porządek połą- 
czenia nie zwracamy tu uwagi— oznaczamy przez MĄ- N, Jeżeli mam; 
dwie inne mnogości W i N' tak, że M ~ M, W ~ JV, to 
if- r -A , ~ik£H-iV, 

Na tern twierdzeniu opiera się określenie sumy dwóch lub więcej liczb 
kardy rulnycb. Jeżeli a — M, 6 —W, to przez a Ą-b rozumiemy ttitą liczbę 
kardynalną, która odpowiada mnogości MĄ-N, to jest 

Prawo przeraienności aĄ-b=bĄ-a i prawo łączności aĄ-lbĄ-c)=(aĄ-b)Ą-c 
wynikają tu wprost z uwagi, że liczby kardynalne, już ze względu na sam 
akt abstrakcyi, przez który powstają, są od porządku elementów nie- 
zależne. 

Jeżeli M i IV są dwie mnogości, lo przez M . N rozumiemy trzecią rauo- 
^■ijm:, powstającą z moogośei -V w tfsn sposób, że ni oiiejsee każdego po- 
jeilyóe./e^o jej elemenUi kładziemy mnogość równoważną mnogości .1/ — 
porządek elementów tu nie ma wpływu. — "Wszystkie mnogości M i -V, 
otrzymane według tego sposobu, są równoważne, a liczba, im odpowia- 
dająca, jest 

ab = Wf. 

Z lego określenia wynikają z łatwością: prawu przcmieunośei ab = ba, 
prawo łączności a. (4 .e) = (ab)c oraz prawo rozdzielności n (6 4- c) 



sie zarówno do mnogości i liczb 
nieskończony cli. 
eść, że gdy z trzech liczb kar- 



Wszystko, co wyżej powiedziano, odnof 
skończonych, jako też do liczb i mnngośt 

Dla mnogości skończonych można dow 
dynalnych a, b, c jedna jest równa sumie dwóch drugich np. aĄ- b — c, to 

liczba u nie może by; : równa żadnemu ze skład nit ów. Jeżeli wszakże po- 
miniemy warunek skończonośei, to twierdzenie lo przestaje być prawdzi- 
wym, i w tein tkwi, jak twierdz: C » 11 to r. gięboka i istotna różnica po- 
;iiu;d/v liczbami sk.aiezotmmi i ] i.nl ~lio i'tir ko 1: ^ 1 i : i. I 'la licz!) nad.-końezn - 
nych stosują sie twierdzenia 



gdzie v jest liczbą skoszoną, « zaś liczbą nadskończoną. 

Oprócz poję.!>ia liczby kardynalnej wprowadza Cantor do swojej i-s- 
oryi pojecie liczby po.zadkoirrj | Onhmngszahl"], które rozwija w na jnow- 
szej swojej wyżej eyDwanej pracy. Aby pojęcie lo uzasadnić, trzeba naj- 
przól. poznać, co Cantor rozumie przez pojęcie mnogości d»Ur=a niw- 

r:qt!k'irilh'j. 
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Mnogością dobrze n^orziiilkowujią nazywamy każdą określoną mnogość 

której elementy są związane z solą pewnóin z góry określonem prawem 
następstwa, wr.ilhiL- którego pewien element mnogości jesfpó.wjii/in, po 
niiujoile en nie jest ostatnim | nar-topuje ijkr<:ś*otiv drugi, i wogóle po ka- 
żdo j skończonej lub nieskończonej mtiogo-ci elementów na-iępujo eleniCni 
rozmaitości zupełnie określony. O takich rozmaitościach czyli nsjiotra- 
■oiach mówić można, że są nrifc-salneuii | abzahlbar jedna nu drtisnej. Ta- 



.») i (i, 6', 6") 



</, d', d") 



Pojęcie itmogośri dobrze upoiz.idkonanej daje się uogólnić w sposób na- 
stępujący: 

Wyobrażamy sobie, ż.e mnogość dobrze upoi ządkowana składa się Z ele- 
mentów A', 1C, £"..., które są uporządkowali" iv u tsżti vl-.1i niezale- 
żnych kierunkach | bierzemy Ul pojęcie kierunku w znaczeniu ogólniej- 
szóm od geometrycznego}, Nazwijmy te kierunki 1-ym, 2-gim,... v-ym,... 
a samą mnogość nazwijmy yi- krotnie, uporządkowaną. 

Wprowadźmy następujące oznaczenia: .Jeżeli K i E' są jakiekolwiek 
dwa elemenly mnogości M, r.n pomiędzy niemi *- każdym z n kierunków 1 
istnieje określony stosunek położenia |eiu liesfiuinit.es Raugyerb.a.tniss j, 
do oznaczenia którego użyjmy znaków <:, =, :>. Jeżeli v jest jedna 
z liczb 1, 2. 3, . . . *i, to w kierunku v-yin z.aeliodzi jeden /. trzech p:zy- 
iiinlk-iw 

E<lE>, E -.=-.£', E>E. 

Dla rczmaitych kiiTtmków stosunek ten może być inki sani. jak dla kie- 
runku ■/, lub rożny. 

Jeżeli A', E', E" są jakiekolwiek irzy elemenly rozmaitości .1/ i jeżeli 
w kierunku v-ym zachodzą /wiązki 

K^E' i E'-'--E". 
to w tym samym j-jrai kierunku musi być 
£<£", 

przyczeni równość zachodzi w ostatnim związku tylko wtedy, jeżeli za- 
chodzi jednocześnie w 'dni związkach poprzednich. 

Przy takićm założeniu, dana łi-krotna rozmaitość aliio mnogość nazywa 
się uporządkowaną W n kierunkach porządkowych 1, 2, 3, . n-ym. 

Jako przykłady podobnych rozmaitości służyć mogą: trójkrotnie upo- 
rządkowana ninogoić punktów w przestrzeni odnośnio do układu trzech 
osi prostokątnych: d witki'; : tnie uporządkowana mnogość punktów pła- 
szczyzny odnośnie do układu dwóch od prostokątnych: utwór muzyczny 
[molodya. symfonia i i. p.|. będący mnogością tonów czl erekrotnie upo- 
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rzidkowaną ze względu na następstwo tonów w ezasic. ich trwanie, wy- 
sokość i natężenie, i t. d. 

Jeżeli W takiej oznaczonej ti-krotnie uporządkowanej mnogości M od- 
wrócimy uwasję od istoty elementów, przy zachowaniu związków ich po- 
łożenia w u różnyeh kierunkach, powstanie w nas obraz intelektualny. 
I ii> I ex i ■: o^o-ine, które Uantor nazywa ti/yem jmi-snilhjieuii | nrdtiiiugsty- 
pus | allio też liczb;; Ulealną., odiiosząeą się do danej mnogości | tych liczb 
idcalnyli n i u! należy mie.-zać z liezbaao lemluomi K u mm ora. o których 
mówić będziemy w części dra:; iei mniejszego (onui j i oznacza ,ią przez -'/. 

Pojedynczym elementom E. E 1 , E" mnogości M odpowiadają w jej ty- 
pie porzailkowyui .1/ s:une jedności e = l, e' — 1. e"= 1 . . ., które ró- 
żnią się t>lko wzajenmćm po Leżeniem w .'/: ich związki są takie same. jak 
związki pomiędzy elementami mnogości M. 

Tym sposobem n-krotuy typ porządkowy jest niejako liczbą całkowitą 
li-wy miarową, jest organicznćm skupieniem jedności, uporządkowanych 
w n różnych kierunkach. 

Typ porządkowy nazywa Cantor agsiym, jeżeli każde dwie jedności 
tego typu .; i e' mają przynajmniej w jednym z ™ kierunków położenie ró- 
żne; w przecie oym taxi:: np nazywa .■■,>>.-=fi.iij<n. W n pie iii.o-za.iiym je- 
dności łącza się w oznaezone grupy, tak, że jedności, należące do jeilnćj 
i tej samój grupy, maj; we «v-iirfi'^ SvV. «:<™ri po!::żer.ie jednakowe i zle- 
wają sir; w jedni; liczbę, kardynalna, gdy jedności, należące do grup ró- 
żnych, przynajmniej w jednym z .■■-kierunków mają położenie różne. Typ 
mieszany powstaje /. oznaczonego typu czystego, jeżeli w tym ostatnim 
zamiast jedności podstawimy pewne liczby kardynalne. 

Dwie mnogości .l/iiV, n-krotue nporzudkawaiie, nazywają się podobneuu, 
jeżeli można je wzajemnio przyporządkować w ten sposób, aby, gdy E 
i E aa dwoma elementami pierwszej mnogości, F i F' — odpowiednimi 
elementami drugiej, to dla v = l, 2, 3 ... a położenie elementu E wzglę- 
dem E' w kierunku >jm jest w rozmaitości .'/ takie same, jal: położenie 
F względem P wewnątrz roztnaitośei N. Podobieństwo takich dwóch 
mnogości oznaczać będziemy przez 

M et X. 
Dwie s-kiotaie uporządkowane mnogości mają wl edy i lylko wfedy jeden 

typ porządkowy, jeżeli są podobne, i odwrotnie. Jest tedy 
M= jV, jeżeli M ^ N 

i odwrotnie 

,1/^ -jeżeli M= N. 

Typem porządkowym danej mnogości u-krotnej Jff jest więc to pojęcie 
ogólne, pod które podpudują mnogość. M i wszysikie jej podobne. 

7, podobieństwa mnogości M i N wynika ioii równoważność; odwrotnie 
wszakże, z równoważności dwóch mnogości nic można wogóle wnosić 

o ich podobieństwie. Możemy przeto wypowiedzieć twierdzenie; Jeżeli 
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clw-ii: mnogości dobrze uporządkonaiie ni;*ją len sani typ poryąó.kowv, 
to mają i jedne liczlnę kardynalną; t. j. jeżeli M=if, to JW= JV. 

Tak więc liczba, kardynalna czyli moc mnogości M jest jednocześnie 
liczba kardynalną jój typu porządkowego Mi powstaje /, lego o .-Ha tnie u- o. 
je/.oli oderwiemy Uwagę ud położenia jogo jedeści. Jeżeli a jest zna- 
kiem dla typu porzą.dkowego.l/, lu '< jest znaldeni dla liczby kardynalnej -W. 

Stosownie do tego, czy liczba kardynalna mnogości jest skończoną lub 
nad.-^oiWzuną.i sama mnogość" oraz jćj typ porządkowy nazywiiiny skiń ■ 
czonym lub nad skończonym. 

Typ B-krotny a składa sie z pewnych jedności e, e', e" . . , , mających 
<iziiai:-zi i;iii położenie w a kierunkach. Jeżeli weźmiemy |iod uwagę tylko 
pewną ezgśe, tych jedności, to określi ona pewien typ y. który można uwa- 
żali za część "przygotowaną,, [możliwą, virtncll | typu a. Każdy typ '/ 
składa się z takich typów przygotowanych -[i '('> T" ■ • ■■> któro w części 
znajdują ^ii'i'-deu zewnątrz drugiego, u części zachodzą wzajem na sieli. . 

Rozpatrzmy działania elementarne, wykonalne na dwóch takich typach 
sifi. 

Wyobraźmy sobie dwie mnogości Mi N o typach M=a i iY— [ś 
i utwórzmy /. nieh 1:0 wą u]iorz:jilki.>war.ą mnogość .If-j- A' pod niiM.ępii.ią- 
ci.itni warniikaini. Elementy 1/ niecliaj mają wewnątrz j/-!- A' to samo 
położenie w b kierunkach, jakie miały w .1/, podobnież elementy mnogości 
-V niechaj mają w MĄ- A' względem siebie to samo pilożenie w n kierun- 
kach, jakie miały w N, wreszcie niechaj w MĄ- N wszystkie elemenly 
mnogości A r mają w każdym z n kierunków położenie wyższo od wszy- 
stkich elementów mnogości N. Wszystkie mnogości M + N, czy- 
niuce. zadość tym warunkom, są oczywiście mnogościami "-krotnie upo- 
rządkowumuni i podohnemi, i określają tea typ, który nazywamy 1 -] f,. 
Mamy wiec 

gdzie o. nazwijmy dla odróżnienia składnikiem pierwszym |augendns;, 
% składnikiem drugim [addendus]. 

Stąd wynika łatwo stosowalność prawa łączności 

■+(P+T)=(« + W-hr- 

Prawo przeinieuności w ogólności się nie stosuje, gdyż o. Ą- £j i f)-f- a są 
różnomi typami. 

Zauważmy jeszcze, że liczba kardynalna sumy a+p równa sie sumie 
Hczh kardynalnych odpowiadających typom a i f t 

Dla otrzymania iloczynu a . £, wyobraźmy sobie mnogość n o typie % 
tak żo!v=£, i oznaczmy elementy, z których składa się N, przez/',. 
F„...Fi... 

Niechaj dalej M t . M } , . . . M>. będą mnogości typu o, tak że 
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M, = M, . . . a= M>~- ... = a. 
Odwzorujmy wzajemnie te mnogości, tnk że 

Et,i, E\,i . . . E],u będą elementami mnogości 1 



E\,p,Ei ll <. . . .Ei l/t [jł = 1, 2 . . -| su- odpowiadającymi sobie ele- 
mentami mnogości M,, M^, . . . Mx ... 

Utwórzmy nowa mnogość MN ■/. nmofrości ;V w ten sposób, że w miej- 
sce ekmentów F„ F%, . . . F;.. , . podstawiamy odpowiednio M u 
M„ . . . M;. . . ., przyczem wzajemność położenia podlegać ma nastę- 
pujneym warunkom i Wszystkie elementy £>„, li-,,,,,- jednej i tej suniej 
mnogości ii/;, mają wewmirri; ..l/.\ za^iinwar ivz^ Jjdi.iiL ^ j <"■ ■ ■ j ^ ■ n samo 
polo/filie, jakie miały w M/.: dlii dwóch elementów li,,,,, i £.>.,,,■ nalcżrieyek 
do różnycli mnogości M, i Mi należy przyjąć następująca rozr.iżnicnic: 
1.) Jeżeli F., i '■";. mają wewnątrz W w kierunku v-ym położenie różne, 
to wzajemne p;;hiżeaie elementów F : ,,„ i /'";..„' wewnątrz MN w kierunku 
v-ym ma być lo samo. jukiem jest położenie elementów F„ i V,. w rozma- 
itości .V w kierunku v-ym; 2.) Jeżeli F K \ Fi mają wewnątrz Jłwkie- 
runku v-yin po):. zenit? jednakowo, lo położenie K,_,„ wzirli;dem iWy we- 
wnątrz MN w kierunku v-ym ma być takie, jak położenie /■",,„ wz^lcilein 
fie>* wewnątrz M K , albo, co na jedno wychodzi, jakiem jest położenie E; fJ 
względem E/.y wewnątrz Mi. w kierunku v-yro. 

Wszystkie mnogości MS. ntworzou:: wodtnt; r.t;jrn przepisu, są podobne, 
iloczyn zaś. im odpowiadający, •/.'{. okrcsU się w ten sposób: 

a.^—MN 
gdzie a nazywamy czynnikiem pierwszym [mnożną], fi — czynnikiem 
dnmim I oinożnikicui L 

Stosuje sie tu prawo łączności 

a. ff. 7) -(•.»!. 
gdy tymczasem « . [J jest w ogóle różne od fi . a. 

Prawo rozdzielności 

«.<H-r) — e+"-r 

ma tu miejsce. 

Liczba kardynalna iloczynu dwóch typów równa się iloczynowi liczb 
kardynalnych czynników, t. j. 

Z danym typem n-krotnym o. związane są ściśle inne typy, które nazy- 
wamy sprtężonemi. 
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Można wziye inność położenia właściwa typowi a przemienić w ten spo- 
sób, że położenia wzajemne jedności e, *'. e" . . . w kierunkach p--ym 
i v-jm przestawiają sie, w innych zaś kierunkach pozostają hnn zmiany. 
Takich przekształceń, które nazwań można j.rniskiwieaiami ze względu na 
kierunki u.-y i v-y, jest oczywiście n (n— 1)/2, a wszystkie one, kolejno sto- 
sowane, dają wraz z typem danym wogóte 1.2. . . n typów sprzężonych. 

Jeżeli odmienimy typ '/. prze/, to, że odwrócimy położenie jedności w je- 
dnym v-yin kierunku, t. j. jeżoii położenie jedności •■ i <:' w nowym typie 
będzie tukiem, jakiem hylu położtmie jedności, e' i s w typie dawnym, to 
piv.ok--/takt:nie takie nazwań można „ilwni. eideui. Takich odwróceń 
jest», a kolejne ich stosowanie daje wra/. /. typem danym 2« typów 
różnych. 

Wszystkich typów różnych spr/.ężuuych z danym bidzie zatem wogóle 
2.» . 1 . 2 . . . ». 

Canto r zajmuje się. jeszc/..: zagadnieniem u oznaczeniu liczby wszy- 
stkich typu w porządkowych ilanój liczby m. po rozwiązanie którego odsy- 
łamy czytelnika du drugiej z cyrowatiyeh prac lub do rozprawy H. C. 
S eh war t z a, Kin lieitrag /nr Tlioorie dur Onluungstypen. 1888. 

Teorya C aut ora, której zarys przedstawiliśmy, zawiera w sobie 
cenne aadaiki przyszłego rozwoju, romysły w niej tkwiące, stosował 
Cantor już wcześniej do badania rozmaitości puuktowycli | mówić 
d nich będziemy w tomie drugim], gdzie do-zedł do wyników bardzo wa- 
żnych dla teoryi funkcyj. \anka już teruz z tycli pomysłów czerpie 
pożytek, pr/edewszystkien: zaś wpłynę iv dd: n;i po;;|iJiieuic i U'l.'kl Miinii'.- 
nie badań analitycznych. 



Hosted by 



Google 



ROZDZCAŁ II. 

TEORYA DZIAŁAŃ FORMALNYCH. 



11. TEORYA GKASSMANNA I HANKELA. 

Twórca teoryi działań formalnych jest właściwie II. Grass- 
mann', rozwinął zaś i uprzystępnił ją s^ciszym kobra Hankel. 
Jest ona urobiona na podstawie działań z liczbami eałkowitemi, 
o których mówiliśmy w rozdziale poprzedzającym. Lecz teorya 
działań, przywiązanych do dziedziny specjalnej . niu uwidocznia 
należycie związków u polnych, jakie pomiędzy działaniami, niezale- 
żnie od istoty form im poddawanych, istnieją; nie pozwala przeto 
oddzielić wyraźnie teno, >o charakteryzuje dana dziedzinę. Zadanie 
lu spełnia teoryn działań formalnych, która stosować można do 
rozmaitych układów form. 

tern, jak rozumieć należy równość form. mówiliśmy już we wstę- 
pie [str. 10. "|; co się zaś tyczy działań czyli połączeń, to uważać je na- 
leży za pewien proces myśli, za pomocą którego od dwóch luli wiecuj 
form danych przechodzimy do formy nowej, zwanej wynikiem po- 
łączenia. W jaki sposób połączenia sio odbywają, tego zgóry nio 
rozstrzygamy, badamy tylko prawa połączeń. W przedstawieniu tej 
rzeczy pójdziemy przeważnie za Hankelem, zmieniając nieco 
znakowanie i uzupełniając niektóre punkty teoryi 2 . 

Niechaj a, b, c . . . przedstawiają, formy, które zamierzamy pod- 
dać rozmaitego rodzaju po łączeniom czyli działaniom. Działania ;■;.■ 
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mają posiadać pewni; własności formalne, stanowiące określeni;.' 
każdego z nich i wyróżniające- jedne od drugich. 

Połączenie dwóch form oznaczać bodniemy najczęściej za pomo- 
cą symbolu A (a, i) lub też V(a, i). W przypadku, gdy działań 

różnych będzie więcej, pism'; będziemy 

^ («,»), A, (o, ») - - - MM), V s (a,«)....; 
& (a, b, c) oznaczać bodzie policzeniu trzech form, V (a, b, c, d) — 
połączenie czterech form i t. d. Znaczenie połączeń trzech i więk- 
szej [skończonej] liczby form będzie dopiero ustanowione i wy- 
jaśnione po ustanowieniu prawideł dla połączeń dwóch form. 
Równanie 

oznaczać ma, że wynik połączenia form a i b jest pewną formą a. 
Podobnież równanie 

V (a, b) = d 

oznacza, że wynik innego połączenia tych samych form jest pewną 
formą d. równą formie c lub różną od niej. 

Niechaj będą dwa działania A i V. Zastosujemy pierwszo do 
dwóch form m i n, drugie do form a i b, i niechaj będzie 

i («, ..) = r 

V («,») = «. 

.Miedzy teuii dwoma działaniami ustanowimy związek następujący : 
jeżeli w pier wszem z równań zastąpimy m przez o, n przez b, to 
p równać sig będzie a. Założenie |.n daje się wyrazić w ten sposób: 

1. A [?(«,»),*] = o 

i określa związek, zachodzący miedzy formalnomi działaniami A i V, 
lub określa działanie V, gdy dano jest działanie A. 

Obok tego związku przyjmijmy jeszcze, że działania A i V są 
jednowartościome, co ma oznaczać, że jeżeli działanie np. A(a, b) 
doprowadza raz do wyniku c, drugi raz do wyniku e\ to formy 
e i e' są tożsainościowo równe. Toż samo rozumie się o działaniu 

Z tych dwóch założeń daje sig wyprowadzić nowa własność na- 
szych działań, wyrażająca się następujneem twierdzeniom : 
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"Jeżeli w działaniu A (a, i) lub V{a,6) pierwsza formę zmienimy, 
rtnigii zaś pozostawimy boz zmiany, to wynik działania zmienić, sic 
musi„. 

W samej rzee/y, niechaj bed/ie 

V(a,S)-=c, Vfa» = c' 
gdzie a' różne od a ; twierdzimy, że c' musi być różne od c. Gdyby 
bowiem e' równało się *;, mielibyśmy 

V («', fi) = V (a, i), 

a łącząc obie strony z formą b za pomocą działania i: 

A [V (a', fi), fi] = A [V (a, 4), fi]; 
rilosująe wreszcie do obu stron wzór zasadniczy 1., otrzymalibyśmy 

co się sprzeciwia założenia. 
Wynika stąd, że równanie 

V (»,»)-« 

może mieć, tylko jf^Jir; rozwiązanie, które mniemy znuleźć, łącząc 
obie strony z formą fi za pomocą działania A. Otrzymujemy wtedy 
na zasadzie wzoru 1. 

.-Afrft). 
a wstawiając znalezioną wartość do poprzedniego równania, związek 
2. V[AMM1=-- Cj 

analogiczny ze związkiem 1. i określający działanie A, :idy danem 
jest działanie V. Na podstawie związku 2. możemy dowieść, że gdy 
i« jest różne od a', to i A (a, fi) jest różno od A (a', fi). 

Za określenie działań A i V przyjęliśmy związek 1. i jednowar- 
tościowośó obu tych działań; stąd wynikło powyższe twierdzenie 
i związek -. Oczywista, że gdybyśmy zamiast równania I . przyjęli za 
pnd.stawę ; równania -J.,tu przyszlibyimy do równania 1., jako do wy- 
niku tego przyjęcia oraz jeduow'avlośeiow<jści obu działań. Można 
zresztą uczynić i inne założeniu, np. przyjąć za określenie działań 
związek 1. i założyć, że jedno z działań A i V jest jednowartościo- 
wern i posiada własność, wyrażoną powyższćm twierdzeniem; wy- 
niknie stąd związek 2, oraz podubna własność drugiego z działań. 
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Dla rozszerzenia naszych działań na większa, liczbę form, załóż- 
my, że do działania i stosuje sit' pra/ro {ącznoM. Jeżeli mamy trzy 
formy, to prawo to wyraża, że otrzymamy jeden i ten sam wynik, 
łączn r pierwszą formę z wynikiem połączenia drugiej i trzeciej, ezy 

l.eż hir.ztic wynik połączenia pierwszej i drugiej formy z formą trze- 
cią. Działania. A. posiadające podobną własność — i tylko takie dzia- 
łania — nazywać będziemy pr outem,'. Działania V, związnne z ta.kiemi 
działaniami A na pod.- ta wie równań 1. lub 2.. nazywać będziemy 
odwrotnemi. Własność łączności przedstawić możemy za pomocą. 

3. AM(M] = A [A («,*),<!]. 

Przez A (a, b, 6) rozumieć będziemy którekolwiek z tych dwóch ró- 
wnych sobie wyrażeń 3. 

Przy takiem założeniu, można już dowieść, że prawo łączności 
stosuje się do działania prostego nad czterema i więcej formami. 
^ samej rzeczy, na zasadzie równania 3. mamy 

i[o,A(fi,c,d)]=A{a,A[ii(*,o),d]}=i{A[o. i i(«,c)],d}=ji[o,A(V) I <| 
i także 

l[«,A(ł,« 1 d)]=-4{«,A[*,4(«,Ą]}«A[4(«,*),4(«,<l)]. 

Każde z tych sześciu równych wyrażeń nazwiemy połączeniem 
A (a,b,e,d). W podobny sposób określić można połączenie jakiej- 
kolwiek [skończonej] liczby form. Do wszystkich tych połączeń 
stosować się musi prawo łączności, jeżeli założymy, że ono stosuje 
siędu trzech form, i jeżeli połączeniem n form nazwiemy poleczenie 
jednej formy z wynikiem połączenia n — l pozostałych. 

Określiwszy działania proste łącznościowe, podamy wynikające 
z określeń ty cl i twierdzenia, wyrażające własności naszych działań. 
Własności te wyrazić Kię dają uastepującomi trzema wzorami : 

A[a,V<V)l = ?[A<M),«| 
i. *[a,±tc,i)\ = V\y(a,b),e] 

V|A(«,«ł,ł|=T[a,r(*,B)| 
Pierwsza tych własności dowodzi się w sposób następujący. Niechaj 
będzie 

* - i[«,V(A,cl! 



Hosted by 



Google 



U] nm wmi i unu. 71 

Połączywszy obie strony z formą c zapomocą działania i, otrzy- 
mamy 

4(«,.)=4{4|«,V(M],o,} 

— 4{a,4|4(S,c). l} 

-.4(0,6); 

r [A (.,.), O = V[A(o, »>,«], 
»=T[4(.,»),«], 

CKV li 

A^V(ł,.)J-TLi(«.»).«l °- 1 >-' i -°- 

Drugą własność okażemy, zakładając 

.- = V[V («,»)«]■ 

Połączenie obu stron z formą c za pomocą działania A daje 

4 (•,.)_ A{V[T(«, »),.],.} 

-V,«.J), 

4[4(/,«),6] = 4[VKS),S]=», 

a więc także 

4L«',4(«,S)J_a, 
Połączywszy obie strony z formą i (o, ii za pomocą działania V 
otrzymamy 

*'=V|«,A (.,»)] 
czyli 

V|V(M),c] = V[a,A(a.*)] c. b. d. o. 

Dla okazania ti-zecićj własności połóżmy 

*"_V [4 (.,.)>] 

i polnc/iny obie strony z formą i za pomocą działania i: 
4(«",»)-4{V|4(o, .,),ł],ł) 
-4 («,«). 
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£ącząc obie strony z formą e przy pomocy działania V, otrzymuje- 
my na podstawie pierwszej dowiedzionej juz własności 

i [/',V(S, «)! = <.; 

wreszcie tocząc obie strony z formą, V (i, c) za pomocą działania V, 
otrzymujemy 

czyli 

V[4(«,«),»J=-V[«,V (*,«)]. c. b. d. o. 

Z jednowartościowośei działań A iV wyprowadziliśmy własność, 
że gdy w każdem z ty tli działali druga fonaa zostaje stuła, pierw- 
szą zaś zmieniamy, lo i wynik połączenia zmienia się. Tera/ przyj- 
mujemy, że działanie A (a, l>) jest zupela e?jedn o waitościowem, t. j. 
że wynik jego zmienia się także, gdy pierwsza forma pozostaje 
stalą, (lnica zaś ulega zmianie. Przy takiein założeniu, z równania 
A (a, b') = A (o, S) wnieść należy, że *' = b. Z zupełnej jednowarto- 
ściowośei działania A wynika, jak o tem łatwo przekonać się, można, 
zupełna jeduowanosciowość działania V. 

Określmy formę m, której połączenie za pomocą działania pro- 
stego A z formą jakąkolwiek a. niceliaj daje wynik równy formie a. 
Formy, mającą ty własność, nazywać będziemy mod/dem działa- 
nia A, LG ra Ssmann nazywa ją "formą obojętną,, |, Określenie 
modułu zawiera się w równaniu 

5. 4M=» 

Ponieważ aa zasadzie prawa łączności: 

A[.,A(«,»)]- i [A («,„),»], 

przeto na podstawie ó, będzie 

A[«,Atm,S)]-A(o,J), 
a że działanie A jest jednowart.ościowem, otrzymujemy zatem 

6. A ("), b) = b. 

Równania i>. i t3. wykazują, że porządek, w jakim przy pomocy 
działania prostego łączymy formę z modułem, nie ma wpływu na 
wynik działania. 



Hosted by 



Google 



11] „ „ ia a 1M5 ,„ S ., fl „„L,. 73 

Zbadajmy teraz wynik działania odwrotnego V(o,m); w tym celu 
po toż my 

— V(.,«) 

i połączmy obie strony z modułem m za pomocą odpowiedniego 
działania prostego i : będzie tedy 

A (.,.»)- A LV (•,»),»]. 

Stosują;', do strony pierwszej równanie 5., do drugiej zaś równanie 
1., otrzymujemy 

7. « — V(a,») = a, 

Wzór ten wyraża, że łącząc jakąkolwiek formę z modułem, jako 
formą drugą, za pomocą działania odwrotnego, dochodzimy do wy- 
niku równego formie danej. 

Z równania znów 2., gdy w niem formę c zastąpimy modułem m, 
otrzymujemy 

X[\(n l ,b),b] = m. 
a więc na zasadzie wzoru 7. 

8. V(M) = m. 

Wzór ten wyraża, że moduł działania i uważać można za wynik 
działania odwrotnego V, wykonanego na dwóch jakichkolwiek for- 
mach równych. 

Formę, określoną za pomocą dzuilania X(m,b), nazywać będziemy 
formą odwrotną względem formy, Mm, li) równej Ir. oznaczani; ją dla 
krótkości przez b llt , tak że 

9. V(m,b) = b„ 
jest określeniem formy odwrotnej. 

Z tego określenia wynika, że formą odwrotną względem formy 
b IĄ jest forma b. W samej rzeczy, 

(b m )„,= X(m,b,„) = X\m,X(m > b)} 

= V (b, m) =r b. 
Wprowadzenie form odwrotnych daje nam możność zamiany dzia- 
łania prostego na odwrotne i odwrotnego na proste. Istotnie, pier- 
wsze i trzecie z równań 4., gdy w nich położymy b = m, dają 
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10. A(o,«„) = V(«,«); A(«,») = V (»,«„). 

Dotąd htiduliśmy wia?nośi;i działań, oparto na prawic; iąozmiMii ; 
tor:i/ zlm.dy-.jmy wnioski, jakie wynikną z założenia, że działania 
proste ulegają prawu przcmiennoHd. któro wyraża się wzorem 

11. A(a,S) = A («,«). 

Przy takiem zależeniu, wzory 1. 2. 4. przechodzą w następujące. 
1'. 4[S.V(«,J),] = »- 

2'. V[A(«,e),4.] — c. 

A[V<M.«]-V[A(»,.),.j 

4'. V[o,A(J, )]-V[V(o,J),tJ 

V[A(«,a),(] = V [«,?(»,«)]■ 

Do tej pory uważaliśmy jedno działanie proste A i odpowiadające 
mu działanie V. Przejdźmy teraz do ustanowienia związków mię- 
dzy dwoma różnemi działaniami prostemi. 

Niediaj będą dwa działania prostu i łączne Aj i A a . połączone ze 
sobą następuj ącemi równaniami; 

A,[A,(»,i),< ! ] = A 1 [A,(a,«),A,(J,«)l, 
A, [a, A, (.,<!)] = A, [A, MAM], 

lyyriiiajiii-fiiiu praiwo rozdzielności. Dowiedziemy, że jedno z tycli 

działał'), a mianowicie działanie A,, jest przemienne. 

W tym celu, w pierwszem. z równań II. zastąpmy c przez Ajfc.rf), 

w drugiem a przez A! (a, A), otrzymamy wtedy 

A, | A, (a, i). A, (c, Ą] = A, (A,, [a. A, (e,d)] , A, [i, A, (o, d) |} 
A, [A, (<■ i), A, fe d)] = A, {A 2 j A, (a, ft), o J , A s [A, («, i),d]} 

Z równości pierwszych stron tych wzorów wynika równość stron 

dru;;idi: 

A 1 {A 2 | a ,A l ( c ,d l ].A : ,li,A 1 ( L -,d)|}=A 1 {A a LA,(<.,i),cl,A 2 i;A,( a ,5),d]} 

1'i'zeksztateająe stronę pierwsza tego równania przy pomocy pierw- 
szego z równań U., drnjrą/a* przy pomocy drugiego z tych równań, 
otrzymamy 

A, {A, [A. (iv), A, Ml i, [ A, (M, A, (M)]} 
-A, {A, ( A, («.«), A, (*,.) |, A, | A, {a/l), A S (M)]). 
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Ponieważ działanie A, jest łączne, przeto równanie to napisa.ć można. 
pod postacią 

A 1 [A ! (o,o),i a (a,rf) ł A s (fi,c),i a «,dt'J=4j[A a (a,e).A a (6,c),A 2 (a,d),4 i (S,d)] 
Obie strony różnią się tu tylko porządkiem wyrazów; kladijc więc 
<ila. skrócenia 

4,t«, •)=!», A,(a,rf) = g, i,(i,c) = r, A,(M)=* 

i stosując do równania 

A, (p, !?,»-,«) = A, G>, »■,?,«') 
prawo łączności, możemy napisać 

A 1 [A l (r ; ?,r),*] = A 1 [A 1 (p,f 1 5'i J 4 
ska/f, /, przyczyny jednowartośoiowości działania A n otrzymujemy 

Ai (p, ?.*•)■= A,(p ; r, 9 ) 
co można napisać pod postacią 

i. [P. Ai (*')]=■ A, [P,4,(',J)]. 
Stąd też, z powodu jedjuiwa.rtośeiowośei działania \. oUYynLUJnuy 

AjCs.O^A^r.fl), 
co dowodzi pi-zemienności dziafania A,. Ważno to twierdzenie 
w teoryi działań formalnych możemy wyrazić w sposób nasięjm- 
WY'- 

"Jeżeli dwa różno działania je-dnowartościowe i łączne są zwią- 
zane / sobą prawem rozdzielności, to "tedy jedno z nich musi być 
przemienne,,. 

W podobny sposób możnaby dowieść, że działanie A,, jest prze- 
mienne, jeżeli czyni zadość następuj ąeym dwóm związkom 

A,[A,( ł t),.l-4,[i,K.),A,(J,.)l, 
i 1 [o,4,(c,<f|]-A,rA,(«,=),A,M)]. 

/wiązek, wyrużony ogólnie równaniem 1°.., obejmuje w sobie /.wią- 
zek, zachodzący między dodawaniem i mnożeniem liczb: wynika 
y. nieiio. że prawo rozdzielności, wiążące mnożenie i dodawanie, po- 
ciąga za sobą przemieimość dodawania, jeżeli założymy, że oba 
działania są jednowartośeiowe i łączne. Przemienność zaś mnoże- 
nia nie jł-sl. koniecznym wynikiem tc^o założenia: istotnie, imioże- 
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nie, jak tu przekonamy się na przykładać li w rozmaitych dziedzi- 
nacii, może nie być przemiennem •'. 

Własności formalne działań i, i \ 2 ora/ związek 12. pomiędzy 
niemi nie wystarczają wszakże do zupełnego określenia dedawania 
i mnożenia w każdój specyałnej dziedzinie, wymagającej jeszcze 
odpowiedniego ustanowienia w niej znaczenia dodawania. 

Możemy wyprowadzić wzór analogiczny do wzoru 12., a wyraża- 
jący zwią/ck między działaniem A 2 i działaniem odwrotnom V t . 
W samej rzeczy, wertłn;; określenia tego działania, mamy 

tyczny, obie. strony •/, formą o za pomocą działania i 2 , oti'zymnje:ny 

Do strony pierwszej możemy zastosować pierwszy z wzorów 12., 
zastępując w nim a prze/ V 1 (a,b), otrzymamy wtedy 

A 1 {4,[V 1 (»,S),«],i 1 (S,«)} = i,(a,«) 

■Łącząc obie strony z formą -A a (£. e) za pomocą działania odwrotne- 
go Vj, mieć będziemy po redukcyi 
12'. A, [V, («,*), oj ^CJ A, ( Bl «),^ («,«)] 

c. b. d, o. 

Dziedzina form a, i, c,... nad któremi wykonywamy działania proste, 
zawiera według naszego założenia, wszystkie wyniki działań pro- 
stych \[a,b),&(a,bc)... Wykonywaj ąc w niej i inne działania pro- 
ste A. 2 (a,A),S. i ((t, h) . . ,, przyjmowaliśmy, że wyniki tych działań 
do naszej dziedziny należą, a równania takie jak 12., określają 
związki, za.ehodząre pomiędzy działaniami prosiumi A, i .i.,. Zwią- 
zek pomiędzy trzema działaniami prostom! jednowartościowemi 
i 2 , i s , i 3 , może mieć np. postać następującą 

A, [A, (M)A <«.»)] = *■[■. 4, (».")], 

przy założeniu, że wyniki działania X, prowadzą do form, należących 
do dziedziny pierwotnej ; jnż z tego związku wnieść można, że dzia- 
łanie i 3 względem form b i v jest przemiennem, jeżeli działania ii x 
i ± 2 są przemiennemi. Rozmaitości podobnych związków nie podo- 
bna z góry wyczerpać : każdo badanie speeyalne nasuwa je umysło- 
wi. Najprostszym byłby taki system form, w którym wszelkie wyniki 
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działań proslyeh i ich kombinacyj dają sio przedstawić, jako wy- 
niki jednego działania prostego i, stosowanego do form pierwotnych. 
Taki system stanowi;; dodawaniu, mnożenie i potęgowaniu w ukła- 
dzie liczb całkowitych. 

Go się tyczy działań odwrotnych, to związek ich z odpowiedniemi 
działaniami proslomi określamy za pomoce wzorów 1. i 2. Jeżeli 
wyniki tych działań należą wprost do form hadanych, to wykony- 
wanie, działań prostych nad niemi podłoga prawom, wyżej przedsta- 
wionym ; jeżeli zaś te wyniki nie znajdują sio. w dziedzinie pierwo- 
tnej, to równania powyższo określaj:!, nowe formy, które do tej dzie- 
dziny wcielamy. Powstaje tedy pytanie, w jaki sposób wykonywać 
należy połączenia form dawnych z nowemi i nowych pomiędzy so- 
bą. Zasada zachowania uczy nas, jak należy postąpić ; wedii;^ jej 
wymagań, winniśmy połączenia nowych fonn z dawnemi i nowych 
pomiędzy sobii określić w ten sposób, aby one czyniły zadość rym 
.samym własnościom termalnym, jakim czynią zadość działania na 
formach pierwotnych. 

Niechaj \~(a, b), V (c, d) oznaczają formy dawno: na podstawie 
równań 4. otrzymamy z łatwością wzór 

13. X\\(a.b),T(c,d)} = \\A(c ; a),Md,6)\, 

który przyjmujemy za określenie działania prostego i w przypadku 
ogólnym, t. j. i wtedy, gdy jedna lub obie formy V (a,i),V (c,d) nie 
znajdują się w dziedzinie pierwotnej. 

Ze związku 13. wnieść można, że działanie proste nad nowemi 
formami : i-o jest. przemienne. 2-o je.st łączne. Zbadajmy jeszcze 
działanie odwrotne, wykonane na dwóch formach nowych V (a. b) 
i V(c, d); w tym celu połóżmy 

V[V(M),V(«,*]-«, 

gdzie ,v niechaj będzie wynikiem działania V iy,z), w którem y i z 
są formami dziedziny pierwotnej. 

Jiącząc obio strony z formą \{c ; d) za pomocą działania i. otrzy- 
mujemy na zasadzie wzoru 13. 

V(«,*)=V[4(y,«) ( 4(ł 1 d)]. 

Aby ■/. tego równania wyprowadzić związek między formami szuka- 
nemi y i z a danemi, zauważmy, że z równania 
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VU(.,»),A(4,»),J = ilVKł),V(„,«)J, 

w założeniu, że równania, określające moduł działania, odnoszą sie 
do form jakichkolwiek, nowych czy dawnych, otrzytunjuiiiy 

V [A (o, «), A (*,«)] -?(«,*). 

Temu równaniu uczyni się zadość, gdy założymy 
a =A(«,«),5 = A(S,«). 

Wogóle staje się zadość równaniu 

gdy przyjmiemy 

F = A(«,«*)>* = AW«). 

Stosując to do równania 

V(a,6) = ?[A(y,<0,A(*,d)], 
otrzymujemy 

40r,«)-A(a,«),A(#,rfJ-A(ł.ii), 

ską.d dochodzimy do rozwiązań 

» = V[4(«,»;,«|,*-V[i(ł,«),<i], 

które można przedstawić pod postaci;] 

* = ■![<»,?(•, «);|.* = A[*,V(M,"1, 

g ii ;mi.' a josi. Coritiji. dowolna. Jeżeli w s/.c/ejfóliiości wużiun.Miy Uik;j 
formę u, aby było V (u, e) = d, t. j. 

« = 4[V(«,.),«1-A(i,.), 

to otrzymamy 

y = A(«,d),*«A(V) 

co wskazuje, że formy y i *, przy powyższem założeniu o własności 
modułu; zawsze znaleźć można, że przeto forma 

«=»V(r 1 ł) = T[A(a,ĄA(* 1 fl)] 

zawsze znajdzie się w dziedzinie uzupełnionej form dawnych i no- 
wy cii. 

Wykazaliśmy tym sposobem, ze uzupeiiiJuiKi. dziedzina jest wy- 
starczająca i po włączeniu w zakres badania działań odwrotnych 
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pomiędzy formami nowemi; czyli innemi słowy, że dziedzina form 
dawnych i nowych mieści w sobie wszystkie możliwe wyniki dzia- 
łań, jakie otrzymujemy przy łączeniu jej form za pomoc:; działań 
A i V. Toż samo powiedzieć można o każdej innej parze działań. 

Przystosowaniu teory i formalnej do poszczególnych rozmaitości, 
ti/ebaprzedewszysikiem określić, co w t.ych rozmaitościach przyjmu- 
jemy za dziedzinę fonu pierwotny cli czyli elementów. Określenie to 
wyrażamy, wskazując proces, /a pomocą którego przechodzimy od 
elementu do elementu w danej dziedzinie, a, następnie badamy, czy 
istnieje dla tych form działanie proste, mające cechy zasadnicze 
dodawania. Po znalezienia dodawania, luidamy, czy istnieje inne 
działanie proste, związane ż poprzoduićm za pomocą równań 12. 
Niekiedy przyjęcie podobnego równania dla przypadków szczcgol- 
i,;.. li |...»...li (ii. im i|...'.. I fil-, ul", l"I? -i-, 'l'...,',l-;-lni i '■•!? bml .ni* .1 
dziedziny. Po określeniu własności działań prostych, przechodzi- 
my do działań odwrotnych, które /a pomocą znanych równań okre- 
ślamy i których wyniki sposobem wyżej opisanym badamy. 

Teory a powyższa stosuje się do działań elementarnych i do ich 
kombi nacyj. przy założeniu, że lak liczba elementów jak i działań, 
kolejna stosowanych jest skończoną. Kolejne stosowanie działań do 
elementów danych prowadzi do pewnych fonu liczbowych, i dla tego 
teorya działań stanowi istotną podstawę rachunku elementarnego 
takich form liczbowych, jest podstawa Arytmetyki i Algebry. Przy- 
padki, w których lic/ba elementów i liczba kolejnych działań, lub 
jedna i druga są nieskończone, należą w ogóle do dziedziny Analizy 
wyższej. Wreszcie teorya działań może być rozwiniętą i w innym 
kierunku, wypływającym ze spostrzeżenia, że pojęcie dodawania 
i mnożenia można objąć w jednein pojęciu działania prostego, któ- 
remu, jeżeli z góry nie zakładamy przemierinośei. odpowiadają dwa 
działania odwrotne. Tą droga poszedł Sebróder, któremu za- 
wdzięczamy pierwsze w tym kierunku badani:). '. 

Przedstawimy tu zastosowanie powyższej teory i do dziedziny liczb 
całkowitych, to jest do szeregu 

1, 2, 3, 4 . . ., 

którego wyrazy otrzymujemy kolejno w następujący sposób 
2 = 1 + 1,3 = 2+1,... 
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tak że w ogólności liczba,, bezpośrednio następująca po liczbie n, 
jest równa n + 1. 

Proces ten, za pomocą którego przechodzimy od elementu do 

element u. jest szczególnym przypadkiem działania zasadniczego dla 
naszego szeregu. Działanie to, dodawanie, określamy za pomocą 

równań 

« + (ł + l) = (a + *) + 1 

a+l=l+a 
|porówn. art. 8. |, które nazwijmy pewnikami dodawania [ilelm- 
holtz nazywa pierwsze z nich pewnikiem Gras smanna] 5 . Dzia- 
łanie odwrotne, odejmowanie, określamy aa p orno ca. równania , 

odpowiadającego równaniu 1. 
U. (a-b)Ą-b^a 

Dodawanie jest jednoiYar!ośdowem ; bo jeżeli a-\-b doprowadza raz 
do sumy c, dragi raz do sumy e\ to według pierwszego pewnika te- 
go działania musi być 

o + (ł + l)-« + l = «' + l 1 
stąd oczywiście wynika c = ć. Stąd na zasadzie wyłożonej teoni 
wynika, że jeżeli w działaniu a -f b lub w działaniu a — b zmienimy 
pierwszą liczbę a, to wynik działania zmienić .się musi, a więc. i ró- 
wnanie $ — b = c może mice jedno tylko rozwiązanie. 

Związkowi 2. odpowiada w naszym przypadku związek 
2a. (a + b)-b = a. 

Równaniu 3. odpowiada równanie 
3 a. a + (b + c) = {a + b) + e, 

v. yniżaj ąr.e prawo łączności. Wynika ono z pierwszego równania, 
określającego dodawanie. W samej rzeczy, zakładając, że wzór 
3 a sprawdza się dla danej liczby o, możemy stwierdzić, że sprawdza 
się i dla liczby c + 1, gdyż na zasadzie pierwszego pewnika mamy 

a + [(*+») + 1]- [« + (» + 01 + 1; 

kładąc po stronie drugiej w miejsce pierwszego wyrazu jego war- 
tość z równania da, a następnie stosując znowu pierwszy pewnik 
dodawania, otrzymujemy: 

« + [* + (•+!)]-(» + *) + (« + !). 
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a ponieważ równanie 3a jest oczywiście prawdziwem dlac=l, 
więc jest prawdziwem dla e = 2, 3 . . ., t. j. ogólność jego jest 
stwierdzona. 

Równaniom i. odpowiadają nastgpujij.ce: 

a + (6-ó) = (a + b)-c 

i a. a -ic + b) = (a-b)-c 

(a + c)-b=a-(b-c) 
Modułem dodawania, określonym za pomocą, równania 5., jest zero, 
czyniące zadość równaniu 
ha. a+0 = a, 

skąd wynika: 

6 a. + b = 6, 

la. a - - a, 

8 o. h — 6 = 0. 

Zero, równe b— b lub 1 — 1, wprowadźmy jako nową liczbę do na- 
szego szeregu, który tym sposobem będzie: 

0, 1, 2, 3, 4 

1'iii'my oilwroi.no określamy /a pomocą równania, odpowiadającego 
równaniu 9., mianowicie za pomocą równania 

9 a. 0-b = ? l/a . 

Formy te na/yw:uni liczbami inatnimni. i u/nac/amy przez —i; sze- 
reg liczb ujemnych będzie: 

-1, -2, -3, -i . . . 
Równaniom 10. odpowiadają wzory 

10 a. * + (-„) = o-o, a + g = a~(~c). 
[Liczbami ujeiunenii /ujmiemy się w rozdziale IV.]. 

Równaniu 11., wyrażającemu prawo przemieniłoś ci, odpowiada 
równanie 

11 o. a + b = b+a, 

które w naszej dziedzinie pierwotnej wynika bezpośrednio z pewni- 
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ków dodawania. Z powodu przeniiennośei dodawania, równania 1', 
2' i 4' przyjmują obecnie postać: 

l'a. b + {a-h)=a. 

2'a / l + a -/, =a 

(i-c) + « = (*+<!)-«, 

i'a. a -(6+c) = (a-b)-e, 

(c+a)-b = c-(b-c). 

Mnożenie ji.^i. druyiem działaniem prostem A,, któro możemy okre- 

■ li. .*.■ i»-i ii :*.i.iK'i fi!- .• il"il.i-*-.nii«-ii> »ji:i.-ii«-_'.:j ri.wnuii.i- 

mi 12.' Jeżeli za znak działania A 2 przyjmiemy kropkę, to równa- 
niom 12. odpowiadać będą związki 

a.(c + d) = a.c + a.d. 

Wystarczy wszakże do określania mnożenia w naszym układzie 
przyjąć prawo rozdzieliłoś ci dla przypadku mniej ogólnego 



i następniąre założenie, doiycza.ee modułu mnożenia, którym 
jest liczba 1., a mianowicie 



Z tych założeń wynikaj;! już wszystkie własności mnożenia, 
Określiwszy jeszcze działanie odwrotne za pomocą wzoru, 



możemy z łatwością napisać następujące wzory, odpowiadają: 1 '. 
wzorom, stosującym się do dodawania i odejmowania: 



:.<M = («.*).. 
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. (I) 

c.b c 

""(I) 

5b. odpowiada założeniu a.\ — a 



U, j = A» 

Wzór ten jest określeniem liczby odwrotnej, zwanej tu ulaml-owa. 
Szereg liczb ułamkowych [prostych] jest następujący: 

hhi 

Równaniom 10. odpowiadają nasi.ypujijci; : 
10*. 



4)- 



[Liczbami ulamkowemi zajmiemy się w rozdziale III]. 
Wzory 5b. i (Sb. wyrażają w przypadku szczególnym prawo prze- 

iii.ienno.-d, klóre łut. w u uogólnić. Przcmieiuiuść w przypadku dwóch 

czynników przedstawia wzór: 

115. a.b^b.a. 

a stąd wynikają następujące własności : 

l'b. * "=« 
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(t) 



Równaniu 12'. odpowiada wzór 

12'&. (a~6).e = a.a-b.e, 

który dopełniamy, przyjmują/ 

0.c = 0, 
a fjt.lv zachowamy i dlii t.c.^o przypadku prawo przeiiiiennosei. 

o.0 = 0. 
Osta.tuia dwa równania wyrażają, że jeżeli jeden / czynników jest 
zerem, to iloczyn jest zerem. 

Naodwrót, iloczyn dwóch liczb może być zerem tylko wtedy, je- 
żeli przynajmniej jeden z czynników jest zerem. 
Z powyższych równań wynika 

1 = 0. 

We wszystkich poprzednich wzorach dzielniki należy uważać za 
liczby rożne od zrra | dzielenie przez na teraz z dziedziny działań 
wyłączamy]. 

Opierając się, na powyższych wzorach, możemy jeszcze dowieść 
równości następujących: 



Fierwsze dwa wzory można rozszerzyć do trzech i więcej składni- 
ków lub czynników. 
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12. TEORYA DBDEKINDA. 



W przedstawionej w poprzednim artykule teoryi działań, myśl 
podstawową stanowiło łączenie form, należących do pewnej dzie- 
dziny, według praw, utworzonych na podobieństwo prawideł, jakim 
podlegają działania na liczbach całkowitych. D e d e k i n d wystąpił 
niedawno ń z nową teoryą, której podstawę stanowi zasada odwzo- 
rowania, stosowana już przez nas w art. 9. do szeregu liczb całko- 
witych. Według poglądu Dedekinda, liczby są swobodnemi 
tworami ducha lud/kiego, są środkiem łatwego i ścisłego przedsta- 
wiania rozmaitości rzeczy; cała umiejęlnitśe lic/b polega na zdol- 
ności umysłu do wzajemnego przyporządkowania rzeczy, do usta- 
nawiania pomiędzy niemi odpowiedniości. 

Odwzorowaniem ip układu elementów nazywa I) e d ekind prawo, 
według którego de każdego elementu układu S należy przedmiot 
o/naezony s. nazwany obrazem elementu e, a który przedstawić mo- 
żna pod postacią <j'(s). Mówimy, że <p(s) odpowiada elementowi u, 
że <p(s) przez odwzorowanie ip powstaje z s, lub wreszcie, że s za 
pomocą odwzorowania rp przechodzi w <p{ś). Przykładem takiego 
odwzorowania jest już samo nadawanie nazw oznaczonych lub zna- 
ków elementom układu; najprostszćm zaś odwzorowaniem jest to, 
pr/.cz które elementy układu przechodzą same w siebie. Takie od- 
wzorowanie nazywamy Udaftinw/dii-ńn. 

Odwzorowanie nazywa się, podobnau |Wyva/.nem], jeieli równym 
elementom a i b układu S odpowiadają zawsze obrazy różne 
a'~tp(a) i b'—<p(b). Ponieważ w tym przypadku z równości s'—t' 
wynika odwrotnie równość s = (, zatem każdy z elementów układu 
5* = <p(S) jest obrazem s pewnego zupełnie oznaczonego elementu 
układu S. Odwzorowanie tedy, za pomocą którego od układu S 1 
przechodzimy do układu 6", jest również podobuem. Oznaczmy je 
przez <-/.', będzie tedy ip(/S') = S. Odwzorowanie, złożone z odwzoro- 
wań (p i (p, a które oznaczmy przez <ptp, prowadzi do układu pierwo- 
tnego, jest więc odwzorowaniem tożsamośe-iowem. 

Dwa układy R i S nazywają .się podolmemi, jeżeli istnieje takie 
odwzorowanie podobne <p, że ip(S) = R lub <p(R) — S. 

Z tych określeń wynika, że każdy układ jest podobny do siebie 
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samego ; że jeżeli dwa układy Jł i S s$ podobne, to każdy układ, 
podobny do układu Ii, jest podobny do układu S. 

Na tej zasadzie można wszystkie układy podzielić na klasy. Do je- 
dnej klasy nałożą wszystkie — i tylko te wszystkie układy Q t R,S,... 
któro są podobne do jednego z nich .# ; ten układ II można uważać 
za przedstawiciela klasy. Jeżeli A' i S są układy, należące; do jednej 
klasy, to każda część układu Ii jest podobna do powinij czyści 
układa .Ii. | Częścią układu ii nazywa się układ A", którego każdy 
element jost elementem układu ii- częścią właściwa nazywa sio 
układ Ii', jeżeli przy tern nie jost, identyczny z układom R, to jest 
jeżeli w R jest przynajmniej jeden element, którego w R' nieinaj. 

Jeżeli stosując odwzorowanie [podobno lub niepodobnej <p do 
układu £>, otrzymujemy układ <f>{$). który jest częścią pewnego 
układu Z, to <p(S) nazywamy "odwzorowaniom układu S w ukła- 
dzie Z„. Odwzorowanie to możemy wyrazić w ten sposób 

tp (S) 3 S 

gdzie znak 3 o/nacza, że układ pierwszy jost częścią drugiego. 

Każdy układ, którego obraz jost częścią samego układu, nazywa 
Dedekind huKtw.hem | Kelty]. Zwracamy uwagę na to, że nazwa 
łaiicuuha skisuje sin ilu układu lub do części układu zo względu na 
odwzorowanie oznaczone r/; ; przy innem odwzorowaniu układ może 
nie być łańcuchem. 

Eatwo dowieść, że obraz łańcucha jest także łańcuchom, i, jeżeli 
pewien uktad A jest częścią łańcucha, to i obraz jego jest częścią 
tegoż łańcucha. 

Niechaj układ A będzie częścią układu S; wyobraźmy sobie we- 
wnątrz .S; i V ,/ystkie łańcuchy, których A jost częścią. Układ A :l , 
którego elementami są wszystkie elementy wspólne tym la.ńeuehom. 
jest oczywiście sam łańcuchem; Dedekind nazywa go iaiicm-htiit 
układu A '. 

Układy bywają skończone i nieskończone. Układ nazywa się nie- 
nk-ońtjnin/jni; gdy jost podoimy do części właściwej samego siebie; 
w przeciwnym razie jest d:ońćzoujnt. Wynika stąd, że każdy układ, 
składający sio z pojedynczego elementu, jost skończony, bo nie po- 
siada, wcale części właściwej [ inaczej mówiąc, cześć właściwa, tego 
układu nie zawiera wcale elementów]. 
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Dedekind dowodzi istnienia układów nieskończonych w nastę- 
pujący sposób: 

Świat moich myśli albo ogól S wszystkich rzeczy, które mogą, 

być przedmiotem mojego myślenia, jest nieskończony. Ody bowiem 
s jest elementem układu S, to myśl s', że sjest przedmiotem mojej 
myśli, jest takie elementom układu S. Jeżeli s' będziemy uwalali 
za obraz elementu s, t. j. za <p(s), to odwzorowanie y;(-S), jakie 
tym sposobem otrzymujemy, ma tę własność, że obraz -5* jest czę- 
ścią układu .Si mianowicie częścią właściwą, bo w .S' zachodź.; ele- 
menty [n. p. moje własne ja\, które są różne od każdej takiej myśli 
»', a więc nie są w ->" zawarte. Dalej widoczna, że jeżeli o i i są ró- 
żnemi elementami układu .S 1 , to i ich obrazy a i 6' są różne, odwzo- 
rowanie <p jest podobne, układ .^-nieskończony \ 

Z poprzedzającego wynika : że jeżeli M i S są układy podobno, 
to R jest układom skończonym lub nieskończonym, stosownie do 
tego. c/y układ 8 jest. skończony lub nieskończony; że każdy układ, 
podobny do części układu skończonego, jest sam skończony. 

Układ N nazywa się pójmiyii^o-me.ihnńezimym, jeżeli istnieje ta- 
kie odwzorowanie <p, wskutek którego układ iVjest łańcuchem 
elementu, nie zawartego w obrazie y;(A 7 ). Ten element nazywamy 
elementem zaaadnń*z>jm, oznaczamy go przez 1, i mówimy, że układ 
pojodyńe/o-nieskoiiezony jest przez odwzorowanie <■: iiporządkoKa- 
«</!». Warunki, którym czyni za.dość układ pojodyńc/o-nieskońezoiiy, 
można w skróceniu przedstawić w sposób następujący : 

a . N' 3 iV, 

0. X=l , 

y. Element 1 nie zawiera się w iV', 

S. Odwzorowanie <p jest podobne. 

W każdym okładzie nieskończonym 8 zawiera się jako^ześć układ 
pnjedyćczo-nieskończoiiy. W samej rzeczy, według określenia ukła- 
du nie-kończonego, istnieje takie odwzorowanie cs, że <}:(>>) albo ii 1 ' 
jest częścią właściwą S, istnieje przeto taki element 1 w S, który 
nie zawiera się w <?. Łańcuch N= i , odpowiadający temu od- 
wzorowaniu układu Z? w samym sobie, jest układem pojedyńezo-nie- 
skończonym, uporządkowanym przez odwzorowanie <p. 

Jeżeli w układzie pojedyńezo-nieskoiiczonyni, uporządkowanym 
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przez odwzorowanie <p, odwrócimy uwagę od natury elementów 
i uwzględnimy tylko związki, wynikające z odwzorowania <p, to 
elementy nazywamy wtedy liczli-imi Hatant-lnemi lub wprosi Ikshami, 
a element 1— podstawą szeregu liczbowego N. Związki albo prawa, 
wynikające z powyższych warunków a, fi, y, d, stanowią najbliższy 
przedmiot nauki o liczbach czyli Arytmetyki, 

Wychodząc z tych określeń wyprowadza Dedekiiid własności, 
dotyczące następstwa liczb szeregu N [każda liczba, następująca 
bezpośrednio po liczbie n, jest jej obrazem n'j, znaczenie liczb więk- 
szych i mniejszych, liczb niewiększych i niemniej szych od danej, 
własności nkładu Z n liczb niewiększych od liczby n i t. d„ a na- 
stępnie przechodzi do teoryi działań, która w streszczeniu daje się 
przedstawić w sposób następujący. 

Niechaj będzie układ Q zupełnie dowolny, którego elementy nie 
koniecznie mają być zawarte w N. Niecbaj % oznacza odwzorowa- 
nie tego układu w samym sobie, to— zaś element oznaczony układu. 
Dedekind dowodzi za pomocą indukcyi zupełnej, że każdej licz- 
bie n układu N odpowiada jedno i tylko jedno odwzorowanie ?,■>„ 
układu Z n [t. j. układu liczb niewiększych od liczby n\, czyniące 
zadość warunkom: 

I- y>.(Z a )3Q, 
II. y,.(l)=a>, 

III. y>„ (O = x V« CO) 8 dl!ie ' < "• 
\xy« J est odwzorowaniem, ziożouem z kolejnych odwzorowań 

V« * X\- 

W podobny sposób okazać można, że istnieje odwzorowanie rp 
układu N, czyniące zadość warunkom: 

I. y>(N)3Q, 
II. V (l)-co, 
III. V (»')=-zv(«). 

gdzie n jest liczbą dowolną. 

Dodawanie. Stosując te twierdzenia do przypadku, w którym Q 
jest układem nieskończonym N, %(n) = tp(n) = n\ a więc 

I. y> (N) 3 N, 

y dla zupełnego oznaczenia \p przyjąć o = i\ wtedy ip ozna- 
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c/iić będzie oczywiśeiu odwzorowanie tożsamościowe, gdyż wa- 
runkom 

t (i) = i, +(»') = rf(») - płW - [«»)]' 

staje się zadość, jeżeli przyjmiemy cj(») = n. 

Jeżeli chcemy mieć inne odwzorowanie układu A', przyjmujemy 
za w liczbę różną od i, np. liczbę m' zawartą w A". Oznaczmy obraz 
<[n>! liczby n przez w + wi nazwijmy go sumą liczb m i n. Otrzy- 
mamy tedy według twierdzeń powyższych: 

II. m + 1 = «' 

III. m + Ji' = (m+n)' 

Z równań tych wynikają następujące własności dodawania : 
»' + « = m + n', 
«' + »-(«*+*)' 
1 + n = «' 
l+»=» + l, 
•»łn=»4 » 
(l + ») + n-l + (» + «) 
m + n > «. 

Mnożenie. Załóżmy i2 = A', %(n) = m + n = h + »» > będzie 
tedy 

I- ł(A)3A T . 
Wybierzmy <w = m, obraz <[>(«) oznaczmy przez mii i nazwijmy go 
iloczynem. "Według twierdzeń powyższych będzie 



II. 



(Li- 



lii. «'=« + », 

skąd wynikają następująco własności mnożenia: 
l.n — » 
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!(• + ■)-!■ + In 
(> + »)! = al + ul 

(fa) »'- 1 (■»» + „) -'•"'■ 

Potęgowanie. Q = N, #(») = an = »a, a więc 

I. v (tf)3N. 

Odpowiednie odwzorowanie ip(n) oznaczmy nrzez a" i nazwijmy tę. 

liezbe ■poloją liczby cj.n — wykładnikiem potęgi. Działanie naszli 
czyni zadość warunkom : 

I. a,i=a 

II. <j»' = a . a" = a" . a, 

ska,d wynikają następująca własności : 

»-+».« „„>-.<,> 

(«")» = a- 

(«»)■_ a' »■. 

W końcu podamy jeszcze twierdzenia De dek i n da, w który di uza- 
sadnia pojęcie te; i// \\<Ai-d\iiii\iii\)\eiei::.ent(iu- danej.ro układu. 

1. Jeżeli układ 2* jest nieskończony, to każdy z układów Z„daje 
sn;; odwzorować w układzie .Y za pomocą obwzorowania podobne.iro. 

2. Układ Z jest skończony lub nieskończony, stosownie do tego. 
czy istniojo lub nie istnieje układ do niego podobny Z„. 

3. Jeżeli Z jest układem skończonym, to istnieje jedna i tylko 
jedna liczba », której odpowiada w układzie; 2' układ Z„; ta liczba 
sianowi liczbę j kardynalną ) elementów układu. Wszystkie układy, 
podobne do danego skończonego układu, maja. jedne i teżsame. liezbę 
kardynalną n, 

i. Jeżeli układ A składa się z m elementów, układ B z n elemen- 
tów, przyczem. A i B nie mają, elementów wspólnych, to układ 
M(A,B), którego każdy element jest elementem albo układu A albo 
układu B, zawiera m + n elementów. 

5. Każdy układ, złożony z n układów skończonych, jest sam skoń- 
czony. 
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Teorya, lttórsj. przedstawiliśmy w streszczeniu, nasuwa następu- 
jące uwagi: Odwzorowanie stanowi ijezwątpienia działanie zasadni- 
czy, będące podstawą tak liczenia jak i działań arytmetycznych; 
twierdzeniaDedekinda, oznaczone wyżej przez I. ii. Hi, ukazują 
wspólne źródło tycli działań w postaci ścisłej i wyraźnej. Określenie 
szeregu liczb naturalny cii, jako łańcucha elementu 1, charaktery - 

■ i)-.- I-ii - ;■ r< .' » f-I i"n"' h >.'!' >-•'■« «■!-- I ■■!..< li i ■■lu'*-l.i :.i- 

razem jego znaczenie zasadnicze. Wreszcie twierdzenia o liczbie ele- 
mentów układu wskazują wyraźnie, że liczenie jakiegokolwiek ukła- 
du X jest oparte na odwzorowywaniu wzajemnem tego układu 
i układu Z x . Teorya Dedekinda jest odmieniłem rozwinięciem 
tej samej myśli, która kierowała badaniami Ci. C autora, która 
ujawnia się w rozważaniach Kroneckera. Układy podobne 
pierwszego z uicli — to układy o równej mocy drugiego lub ukiady 
równoważne trzeciego [porówn. niżej str. iSti.j. Ukazując nam licz- 
by całkowite, jako formy .szczególne, wynikające z pewnego rodzaju 
odwzorowania, teorya Dedekinda zadawalnia w wysokim stopniu 
upodobanie do ogólności w badaniach matematycznych. Uderza- 
jącem w teoryi tej jest to, że układy nieskończone zajmują w niej 
niejako pierwsze miejr.ee, są w niej pierwot.nuini, bo po określeniu 
ich następuje dopiero określenie układów skończonych. Dowód 
wszakże istnienia układów nieskończonych niezupełnie nas zada- 
walnia. Punkiem głównym tego dowodu jest to, że układ •.•> jest czę- 
śi:ią układu S, ponieważ w <S* istniej ;j elementy juk np. moje własne ja, 
które są różne od każdej myśli zawartej w S 1 . Ale zapytać mo- 
żna, dlaczego by własnemu ja w układzie £ nie miała odpowiadać 
myśl o wiusnem ja w uklad/ie S'. Naszem zdaniem, "istnienie,, ukła- 
dów nie-kończonych, jak to już powiedziano w art. 10., nie może 
wyrażać nic innego nad możność odwzorowywania kolejnego, bez 
żadnych przeszkód, albo możność liczenia, tak daleko, jak chcemy. 
Ta to możność w formie matematycznej przedstawia się jako nie- 
skończoność i jest źródłem wszelkich innych form, jakie za pomocą 
odpowiei.luic.il konstrukcyj tworzyć możemy i tworzymy w Matema- 
tyce. 
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1 Grassmann. Ausdełmungslehre... str. 1— 14, 
1 Hankel, Ueber complexe Z aklensy stenie 3tr. 18—34. 
"' N. Tkielew pracy, Analytiske Stndier de renę Mathematiks Prin- 
ciper [ Tidskriit/or Mathnaatik, IbBO ;, której treść znamy tylko ze spra- 
wozdania [Jahrbuch Mer die Fortsihntb: der Mathe/Datik, XII, Str. 46—48], 
poddał ogólnemu badaniu Kwiiisu-k, zachód Ziiuy pomiędzy dodawaniem 
i mnożeniem, oparty na wzorach 

„4-6=6 + 0, (. + ») e = #e + fa, 

wyrażających jedno warto ściowoSci dodawania i mnożenia, odwrji.ahi.-i'. 
łączność i przemienność dodawania oraz rozdzielność umilenia. Xt1.icji4-1.il- 
niejsze działania, czyniące zadość tym związkom, nazywa on "pseudodu-- 
waniem, i "pseudoinnożeniem„ i oznacza pierwsze przez * # y=a, dru- 
gie przez x o y=!. 7. liadania, przeprowadzonego przez T li i e l e g o, wy- 
niku, że obie tiiiikeye suma i iloczyn zawarte są w funkcyi 

- ,_ ex S+ f x + 9H + k 
axy+ bxĄ-c S Ą-d 

lub też, że pomiędzy x, y, z muszą zachodzić równaniu postaci 

/(•)-* W »(!). F(*)=G(*)ff{ ? ), 

Z wzorów, wyrażających własności działań, tylko waór, określający za- 
sadę rozdzielności, stanowi jedyną różnicę pomiędzy mnożeniem a doda- 
waniem; do zupełnego wszakże określenia mnożenia wzory powyższe 
nie wystarczają i p utrze bis ćm j"-t jesziv.e twierdzenie 

. + « + .+-. ..(miq)>M 

które dla u p3eudodziałań„ może być przedstawione pod postacią tiyV>l- 



n a, (f - o) 4- o(u ,_ e j _„ 4- O l^cc 
B()! _ o) + («_•) »-» 1H-0' 

Tu -i- i -—- oznaczają "pseudo odejmowanie,, i i: pse udo dziele nie,.. Dla 
o = 0, « = 1, a. = oo jest «* = », i wtedy przechodzimy do Arytmetyki 
zwykłej. 

Bez uwagina twierdzenie dodatkowe, ' ; n;i cudo działania,, czynią zadość 
warunkom 
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F(x #;,)=* Ftx) + F<g) 

F(x o /;) = Fx Fu 

Wzorów, wyrażających związki pomiędzy działaniami, nie uważa T h i e- 

1 e za pewniki, lec, pragnie dojść do twierdzeń jeszcze prostszych, opier-a 
jac ■.•h; na oryginalnym poglądzie iia istotę liczb. Według tego poglądu 
liczba iiiy.iiiainiw.iiin nit; jesf abstrakcya \<\-x. (ipi^riiiiciii liczby mianowa- 
wanój | realnej] za- pomocą n:;ii''j takiój liczby, liczby zoś mianowan? są 
/no »u opisaniem "objekrćw om tematycznych.., i akiom i >ąnp. punkty cza- 
sowe, przestrzenne i t. d. [porówn. str. 33 J. Według tij teoryi liczba nie- 
mianowana może być określona juko stosunek aiiba.rinoniczriy, wyzna- 
czający dokładnie dany przedmiot przy pomocy związku '/. przez (iv,y 
inne dowolne tego samego gatunku, po ustaleniu punktów 0, 1, co . 

W rozprawie Oni Donniiionernt: for Tallet,Talart-;^rneog de tallignende 
liestimmekser, 1886, T hie le rozwija w dalszym ciągu pogląd swój na 
istotę, liczb i iLzi.utań. i::id niemi. Punktem wyjścia są dla niego tak na- 
zwane "numersle., |_\mnev.ib:r ;. r. j. -boy warunkowe, pojedyncze, wzglę- 
dne i zupełne jeduowarreściowe oz na (.■■zoniu.,, których najprostszy przy- 
kład stanowią "punkty rzeczowe,, "wyrazy,, , i t d. Jeżeli li jest nume- 
ralein, to pojecie B określa sie. za pomocą pojęcia A w ten sposób: 

B = B * A. 
'OCumeral tożsamościowy,, O ukroiła tożsamość 
A=0 * A, t. j. A=A. 

y:t>\ numerał.imi ■,vvkonywnó można dwa działania: "przeciwstawienie., 
| Modsaetnitig i "przydawauie.. [Tilljolse], Pierwsze z nich oznacza, że 
z równości 



i mimem, hi A'. Drugie 



Działanie to, jak larwo sio przekonać, czyni zadość prawu lącz.i 
Jeżeli wprowadzimy o 





B=N * A 


wynika równość 






Ł = ( + ff) * 


gdzie numeral (- 
wyraża, że z rówo 


r N) jest przeciwstawi 




B = A * A, 




C= B * B 
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A * (A • (A . . . * (A)\=*A., 
to stąd wypływają równości 

<?A) * (?A) = C?A) * (JA), 
?(4- A}=+<2A) 
i t- d. 

Znak^jeat "numer alem utmieralu,, czyli liczbą. Powyższe w łasności 
numeraiów prowadza do własności liczb i działań nad liczbami. Do liczb 
dochodzi się tu zatem od wielkości. 

Na tej drodze, jakkolwiek w sposób odmienny, stara się uzasadnić 
t.-?firyą działań A. F i e k we wspomuianćui wyżej dziełku [Das Gróasen- 
gebiet i t. d.j. 

Każda jednostka J i każda wielkość A jest. według Ficka, miarą pe- 
wno] wzajemności [związku, stosunku, Beziehung] pomiędzy dwoma 
przedmiotami. Jeden z przedmiotów, do którego odnosimy \' s/ysrkio 
przedmioty badane, jest przedmiotem serowym; jego wartość względna 
[Beziehungswerth] jest zerem. Wielkości, których przedmioty zerowe są 

ryżne [t j. wielkości rjżiiórodne j. nie moi?;;; wchodzić z snbą w [jolą- 

czenia. 

Dodawanie określa F i c k w spoaób następujący: suma A -\- B wyraża 
wzajemność względem przedmiotu zerowego takiego przedmiotu, którego 
wzajemność wzivlede.ni jednego /o składników [A lub B] jest równa wza- 
jemności drugiego ze składników [B lub A] względem tegoż przedmiotu 
zerowego. Z tego określenia wynika bezpośrednio własność AĄ-B=BĄ-A 
i zarazem twierdzenie, że każda suma. o ile ma być wielkością uw;i/.;im'-j 
dziedziny, może być przedstawiona jako wielok>v.i jriść ]icwnej jednostki 
Juli j'M cz^śi. 1 !. '1'n jednostka nie będzie wogóle tą sama jciiimst-kr;. kt.'ovj 
wielokrotnością jeat B. Jeżeli więr założy my. że A = mJ v , B = nJ, 4 . 
to otrzymamy A-\- B=pJ y , gdzie J v , J w , J r są różnemi ji/diujstkatni. 

Ogólna wykonalność odejmowania poddaje dziedzinę wielkości warun- 
kowi, iiby każdej wzajemności opowiadała wzajcimiość pr/.eciwiia 
|odwrotnaj, tak że do każdej wielkości A można znaleźć driisją, która. 
dodana do niej, daje na wynik zero. Warunek ton spełnia sic. jeżeli do 
kcżdćj jednostki ,!,, pomyślimy sobie inną r.J tuką. aby było ./,,, -|- <j>/=0: 
wtedy odejmowanie dwóch wielkości A—B=mJq, — nJ-, : . ^iro wadzą .się d:> 
dodawania mJ v -f- n vJ i jest zawsze wykonalne. 

Mnożenie wielkości opiera Fi ck na pojęciu stosunku, które uważa jako 
niezależne od pojenia dzielenia i dające się określić za pomocą jnjwny.di 
warunków. Tu, jak i wszędzie, najważniejsza rzocz.ą jest. określenie ró- 
wności: równość stosunków przedstawia Fi c k za pomocą wzoru 
A : ; B ■= C : : D, 
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który ma wyrażać, że wielkość /' powstaje z wielkości O przy pomocy 
ty n!i samycli prawideł, przy pomocy który cli fi powstaje z A. Prawidła 
te mają czynić zadość następującym warunkom: 

I. Prawidło musi t>yć odwracalne, to jest, z prawidła, według którego 
B powstaje z jl, otrzymujemy wprost prawidło, według którego A po- 
wstaje i /i: z proporcyi A: : B = Ci:D wynika proporcya B :: A--J)v. 0. 

II. Z proporcyi .4 : : B = Ci: Z) wynikają pr.-^mr^yf: A:; G= B:: D 
iD::B=G::A. 

III. Stosunek poznsfaje licz mnijmy, jeżeli do jego wyrazów dodajemy 
wielkości, liędąee w tym samym stosunku, f. j. z proporcyi vi :: B=C: :Ii 
wynika proporcya AĄ-C:: B~\- D= C:\ D. 

Do definicyi mnóż on: a poirzelmy jest jeszcze wybór jednostki pierwotni] 
{ ['reinlioit. | pomiędzy rozoiairenii jednostkami dziedziny, Jednostka te 
oznaczmy przez 1. 

Definicja mnożenia josi. następująca: 'Tamnożyć wielkość A przez 
wielkość /!, i. j. utworzyć iloczyn A li. jest to znaleźć wie:kość, będąca 
w takim stosunku ilo wielkości A. w jakim wielkość B jest do jednostki 
pierwotnej,,. 

Ponieważ według warunku II, z proporcyi l::B=ii::AB wynika 
pruporeya 1 :: yl = B ;: AB, ostatni zaś wyra./- drugiej proporcyj, według 
okyrśii-nia, winien być BA. jest przeto A 11— HA. V, trzeciego warunku 
wynika znowu prawo rozdzielności (A + B) = A CĄ-BC oraz (A — B)0 
= AC-BC. 

Dzielenie w tej teoryi polega na znalezieniu ilorazu AjB lub A : B, 
który ma się tuk ilu wielkości .i, jak jednostka pierwotna do wielkości li. 
Ka tej podstawie łatwo okazać można twierdzenia 



it. d. 

Potęgowanie i wyciąganie pierwiastka, określają się sposobem zwykłym. 

Dalsze rozwinięci'.' su-ojój leoryi opiera Fi ek już na pojęciu ciągłości. 

PróbaFicka zbudowania teoryi działań niezależnie od nauki o licz- 
bach nic wydaje nam się dostatecznie ogólną, z tego względu, żo autor 
odrazu przyjmuje wielkości, jako złożone z jednostek; że nie poddaje 
ogólnemu liadanin związków pomiędzy działaniami, hs-i-z działania te od- 
ra/.n speeyali/ajo; że wreszcie okreśioaio mnożenia na podsiawie pojęcia 
sl osimku zbyt je.-t .skomplikowanein. 

Droga, wskazanu w teoryi działań formalnych przez Grass mann a 
i Hanke la, zdaje się być doi ad jedyną drogą, na której można zbudo- 
wać teoryą wielkości. Najnowsze w tym względzie badania Kr oneeker a 
w rozprawie, Zur Thoorie der a.ll<;i;ioeinen eomp[exe:i Zali' en und der Mo- 
dul-Systeme \Mitiheihm : . : e.n ikr Berliner Akademie.. ]Sj88..st.r. BTO-oHG, 615— 
!iłS|, które wiążą się z przedstawiona wyżej teoiyą. H olmholt za [art,2."J 
w gruncie rzeczy nic n.Kiiią się poił względem zasad od teoryi loruialnói. 
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Kronecker uważa układ elementów [wielkości, wartości, liczii | 

który dla krótkości oznacza przez f*). WyobTftżmy sobie proces, za po- 
mocą którego układ (:) przechodzi w inny równoważny układ (*'), przy za- 
chowaniu warunku, że z równoważności 

wynika równoważ, no-ó 

M - (*")- 

Jeżeli w szczególności układ (V) jest identyczny z układem (=';, to stąd 
wyniknie, że każdy układ jest równoważny samemu sonie: ji.ve.li za-i 
układ (3") jest identyczny z układem (;), to otrzymujemy 

M ~ W 

jako wynik dwóch równuważuc-sci 

MM*') (*W) 
Niechaj (s), («'), (=") . . . będą układy różne i niechaj 

1. <f((*), W) ~ *" 

wyraża, ii: iiliia.il :" za i.uiiTioi-ą [KiWiiiifrii proi>esu ]iowstaj:> z nUla^ów (;') 
i U'). Załóżmy przyión.', że /ad.od/i warunek 

2. f [(*), f «*0, (*"))] - <p [«. ?(«■ (=")) 

t. j. że dochodzimy do tego samego wyniku, łącząc układ (*) z wynikiem 
połączenia układów (=') i (="), czy też łącząc układ !='.i z wynikiem ^..łą- 
czenia układów (z) i (=")- 

Niechaj będą dwa układy (-■>) i (sO, dla których 

• «••),(.'))-(>'). 

Jeżeli wice zachodzi związek 

to zachodzi także związek 

?[(«"),? ((A «)]-(*)■ 
Uwzględniając tu wamnek '_!., otrzymamy 

¥ (W. W) - '■)■ 
Dodając teraz nowy warunek 

3. T<W.W) = f(M.0). 

z łatwością dochodzimy do wniosku, że wynik połączenia ilukolwieb 
układów nie zależy wcale, ud porządku, w jakim je łączymy. 

Jeżeli mamy układ {V 1 ') i oznaczymy wyniki połączeń; <i(0').(3 ! ))"przez 
(«W), f {(*<«), ( s '- 2 >)) przez (z 13 - 1 ) ... i ogólnie 
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?((* (1) ),(* w » przez- 1 '), 
to oczywiście dlii jakichkolwiek liczb całkowitych ni i a będzie 

t.j. sfcaimfc układu, po wstającego /. połączenia układów (i'"' 1 ) i (i'-"'j równa, 
się sumie ich ska/.ników. Twierdzenie to utrzymuje się. jeżeli wprowa- 
dzimy układy \; " / ze >ka/iiik;imi ułamkowemi; V /oznaczać ma Taki 
układ, że połączenie ? równo ważny eh mu n układów daje wynik równy 
układowi (z""'). 

Jeżeli dane układy nie dają się wyczerpać za pomoeą układów ozna- 
czonych nrzoz\i " /i icżeli(j)iesti)owvmiakiiiiśuk!a<lem.romożnaozna- 
i każdy z układuw, iwo- 



(0) (#)) 



scharakteryzować, za pomoce układu skaźników (^-. ■£). Pn-iopując 
w ten sposób dalrj, dojdziemy do oznaczenia wszystkich danych układów 
za pomocą układów akażników 

Ci, C, C. ■ ■ • 
k:.órego elementy Z u {,, Cs - - • są liczbami wymieniemi. W ten sposób 
połączenie układów, którym odpowiadają układy skażników 

Ci, CC,.--; C/, V, U' - • ■; 

charakteryzuje układ 

C + C/, C + V, w-t-C.,'.. 

Jeżeli np układ (z) jest układem liczb całkowitych niniejszych od JW, a po- 
łączenie :f mnożeniem, to każda liczba układu daje się przedstawić pad 

» =ftf> !»»?■ ft?i . . . 

gdzie p,Pi-Pv są liczbami piarwszemi, C„ ś 3 , C s ■ : - przyjmują wartości 
O, 1, 2 . . . Układ skażników będzie zatem 

c, c, c, . ■ . 

W zastosowaniu do wielkości teorya ta przedstawia się w ten sposóh: 

Układom (z), (zł, (z") . . . odpowiadają wielkości fizyczne O, &, O", 
które wchodzą w połączenia . podłe^ijące warunkom 2. i 3., zastępują- 
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i:vm warunki ta.nziiu.4iy i przemieuności w teoryi Helmholtza. Jeżeli 
wyjdziemy z pewnej wielkości O 'i, to można wszystkie inne scharaktery- 
zować [w przypadku wy mierności] za pomocą skaźników całkowitych tui) 
iiiamkiiwyeli, Wielkość '.) otrzymuje skfiźiiik f J, jeżoii połączenie ,■? 
wielkości równoważnych wielkości (' daje wynik, równoważny połączeniu 
n, wielkości równo ważnych wielkości O:'-. 

Jeżeli uporządkujemy wielkości woilłng skainików w ten sposób, aby 
wielkość ze skażhikiom ('jj poprzedza! ii wielkość ze skażnikiem (~J , 
gdy >n»' <:»»'«, to, jeżeli skazniki odpowiadają' i:p. masoni lub ciężarom, 
.skaźnik mniejszy należeć bodzie do wielkości mniejszej. 1'orśwuauie ro-- 
Kiiin.it>'fll wielkości fizycznych duje się przeto sprowadzić t.eoreti/t::n» do 
porównania ii-li -knżników, praktyczna wszakże strona togo oznaczenia 
wymaca metcl,]iozwal:ij:icych mi rozstrzygnięcie pytania, która /. dwóch 
wielkości jest większa luli mniejsza. 

Pięknie skreślony wykład teoryi wielkości znaleźć można w świeżo 
ogłoszonej rozprawie B etta zziYgo, Teoria delia grandezzę, uwieńczo- 
nej przez Akademią ilei Linooi, l.HOi.i. Opierając się na podstawach, da- 
nych przez Gr as s manna, Hankela, Can torą i Dedekinda, au- 
tor przedstawia zwći/ek pojęcia wielkości ■ formy ' matematycznej z dzia- 
łaniem zasadniczem, za pomocą którego wy i wor/nmy "klasy, wielkości 
i przedstawia następnie teoryą działań na liczbach. 

4 W dziele E. Sclirtid era, Lehrhuch der Arithmetik nnd Algebra, 
j 87:;, zwlu s/cza w rozdziale 1 \ : -ym (str. 174 — 294) o /wiązkach wzajem- 
nvi;li pomiędzy dziataniaini, znaleźć można obszerny wykład teoryi for- 
malnej działań z droMazgowem rozwinięciem wszelkich konsekwoneyj. 
jakie z określeń ich wynikają- Badania te proponuje autor objąć nazwą 
Alydinj fonimlni-j. do której zadali należy przeto: 1. zbadanie wszystkich 
zalożeii. koniecznych do scharakteryzowaniu, każdego działania rachun- 
kowego wdanej dzioćzinie liczb: i. wyczerpanie wszelkich wniosków /.ka- 
żdej przesłanki lub kombinaeyj przesłanek; 3. znalezienie zamkniętych 
układów licziiiiwyc.il, podległych prawom |ioliiczo!'i i dajii-ewli się zbudo- 
wać, za pomocą znalezionych działań; wreszcie 4. zhadanio. jakie p"d- 
ścieliska realne można dać tym liczbom i działaniom, i, j. jnkie nadać im 
znaczenie !re."metryez:ie, iizykaine i. t. ii. I)'.va ostatnie zadania stanowią 
już. zdaniem S chr ó der a, przejście od Algebry formalnej do Łc-;c-Et,-'?- 
dnej [absolnte Algebra]. 

Pomysły swoje rozwinął autor w następnych prananb : Ueber die for- 
malen Elemente der absolnten Algebra. 1873, Uber v. S taud's Eech- 
nuiig mit Wurfen und verwandte Procesie \Ma>.hema!!i<i:h; Anna/en, X, 
1870. str. 289—3171- Ueber eine eigenrluiniiiehe Bestimmung einer Fun- 
Ction dureh formule Anforderilngen [./ 'ournai Jar die reine und angewandte 

Math::nmt;.k, XC, 1881, str. 189— 220], Ueber Algorithmen und Caleuln [Ar- 
chader Mathematik und Physik, 1887 ', etr. 225— 278] i Tafeln der eindeulig- 
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ninkehrbaren Fnnctiouen [Malhemati«<ht>. Annalat. XXIX, 1887, str. 299— 
326]. Interesująca le badania, mające niejaką analogią do odmiennie 
przeprowadzonych badań Thielego, wkraczają już w części w dziedzi- 
nę Teoryi funkcyj, i dlatego powiemy tylko krótko, że polegają oni! y Ki- 
wnie : 1. na przyjęciu za podstawę działania jednowartościowego inieprze- 
, które Schroder nazywa mnożeniom -s.ymlioliczuem..; 
ii temu odpowiadają zatem d» r a di lulania odwrotne, t. j. dwa dzie- 
lenia "symboliczne, 2. na ustanowieniu możliwych zwią/.ków zasadui- 
czycli, jakie pomiędzy temi trzema działaniami zachod/ić mogą, a więc 
np. w przypadku dwóch elementów a i b, następujących czterech ukła- 
dów czyli "algorytmów., 



wkfeiyciljcstiazeniil równań— i badaniu wniinków, jakie stąd wynikają. 
W przypadku trzech elementów o, b, e, otrzymujemy takich wzorów wo- 
:'.'"i]i- W-K z nich zoiór lfjO równai!, ze wszelkiemi kousekweneyami stano- 
wi to, co Sc lir ód er nazywa algorytmem -ib/ebiy ;ityaą;>i,j, a któremu 
podlega uietylko mnożenie i dodawanie liczb rzeczywisty cli i nrijjouydi, 
ule i doił ii wari ic geometryczne punktów płaszczyzny oraz dodawanie lo- 
giczne pojęć i sądów. W ogóle to badania mają. związek -, dzie-.l/imi. 
Logiki iiii'11-alnej ; we wspomniauem '/.ni dziele Sc h rudera [art. (>. | 
znajdzie czytelnik najnows/e w tym przedmiocie poszukiwania, które 
ni'5 wdiodzą już w zakres niniejszej książki. 

5 Helmholtz, Zahlcn und ilessen, 1. a str. 24. 

'■ Dedekind, Was sind und sollen die Zahlen, 1888. 

7 Xa teoryi łańcucha opiera Dedekind używaną w Matematyce 
metodę indukcyi zupełnej, która według niego ma swujo podstawę w na- 
stępującym twierdzeniu: 

"Aby dowiesi!, że łańcuch A n jest częścią pewnego układu X, który jest 
lub nie jest eześciu układu &. wystarcza dowieść; 

<*. że A 3 S; 

fi. że obraz każdego elementu wspólnego układem A i Sjest także 
elementem układu £„. 

Twierdzenie to można wypowiedzieć" w ten sposób : 

■Aby dowieść, że wszystkie elementy a łańcucha A„ posiadają pewna 
własność r, | hi li że pewne twierdzenie t, w którym jest mowa o nieozna- 
czonym elemencie n, .stosuje się do wszystkich elementów łańcucha J ], 
wystarcza dowieść : 
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%. że wszystkie elementy a nkładn A moją własno^ ^ [lub że twier- 
dzenie t stosuje się do wszystkich elementów o]. 

S. że obraz »' każdego elementn n łańcucha 4, ma też samą własność vj. 
[lub że twierdzenie t, jeżeli stosuje się do elementu n łańcucha A„ jest 
prawdziwem także i dla obrazu »' tegoż elementu.] 

" Dowód "istnienia., układów nieskończony cli, podany przez D e de- 
ki n da, jest właściwie iniin postacią dowodu, jaki mijdiijemy u Bol- 
z an o. [Paradoxien des Uncndlichen, str. UJ który twierdzi, że nmoaość 
twierdzeń i prawd samych w sobie [Wahrlicifen an sichj jest- nieskou- 
w.oną. Jeżeli bowiem uważamy .jaka prawdę A, np fwh;vd;a:-]i:e. że pra.- 
wdy istnieją, to twierdzenie : -v1 jest prawdą,, jest ezemś rożnem od A, 
bo pod) ni o tom jego jest samo twierdzenie A. Według tego samego pra- 
wa, za pomocą którego z twierdzenia A wyprowadzamy różne od niego 
twierdzenie B, można znów z B wyprowadzić twierdzenie G i tak dalej 
bez lv; i ńca. Ogól tych wszystkich twierdzeń obejmuje mmiguść części. 
[twierdzeń], która jest większą od każdej mnogości skończonej. 

K e f e r s t e i n, Ueher den Bcgrifi" der Zahl, [festscliri/t. hemwsiitymwti 
von der tmthematische* Gaelltdiąft u> Hamburg, 1830, str. 119—124], uważa 
dowód Dedekindaza nieudany, gdyż przy określeniu układów po- 
dobnych, pojęcie równości jest przyjęte jedynie w tern znaczeniu, że 
a = b tylko wtedy, gdy a i i są znakami jednej i tej samej rzeczy, a ró- 
wność taka nie może oczywiście zachodzić pomiędzy układem i jego czę- 
ścią właściwą. 
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ROZDZIAŁ III. 
LICZBY UŁAMKOWE. 



13. TEOKTE DZIAŁAŃ NAD UŁAMKAMI. 

Rachunek na ułamkach sięga czasów n aj starożytniej szych. Przed 
czterdziestu wiekami rachmistrze egipscy znali już sposoby oznacza- 
nia ułamków i umieli rozkładać jo na ułamki prostszo; babilończyey 
hindusowi u, grecy i rzymianie posługiwali sio ułamkami, lecz do- 
piero po wprowadzeniu Arytmetyki cyfrowej ustanowiono ogólne 
prawidła rachunku tak z ułamkami zwyczajnemi jak i dziesięlnemi 1 . 
Tu, jak wszędzie, praktyka poprzedziła teuryą. Działania nad wiel- 
kościami wykazały potrzebo, i ważność ułamków, wszak/o dopiero 
teorya działań wyjaśniła właściwi], istotę tych nowych form liczbo- 
wych i działali nad niemi. 

Według teoryi, wyłożonej w art. 9. i 10., ułamkiem nazywamy 
liczbę, zadość czyniąca, równaniu 



gdy co do a i b nie czynimy żadnych zastrzeżeń | z wyjątkiem wa- 
runku, by b nie było równe zeru.]; pojęcie zatem liczby ułamkowej 

obejmuj o w sobie i pojecie liczby całkowitej, mianowicie dla przy- 
padku, gdy a = b łub a jest wielokrotnością liczby b. 

Zasada zachowania przepisuje nam stosowanie do działań nad no- 
wenii liczbami tych sumy cli praw, które mają miejsce dla dziedziny 
pierwotnej liczb całkowitych. 
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Z równań lOi. w art. 11. otrzymujemy 



co oznac/a, że każdy ułamek a/i przedstawić można jako iloczyn 

liczby całkowitej « przez ułamek l/i o liczniku równym jedności. 

Jeżeli /alożymy przemienność mnożenia, to możemy napisać 



- + T+- 



b 



to jest ułamek a.'li rozłożyć na sumo a składników, z których każdy 
równa się l/i. 

Poaieważ z równania .ci = a, wynika #.m £ = ma, a więc na 
zasadnie określenia dzielenia i liczb ułamkowych będzie 



skąd wynika, że każdemu ułamkowi można nadać nie-kończona 
liczbę postaci. 

Z równań l'i., 2'A., 13 w art. 9., otrzymujemy 



Sa, to wzory, określające działania zasadnicze nad ułamkami 
i stwierdzające zarazem, że działania te posiadaj;;, też same wła- 
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snośei formalne, jakie mają odpowiednie działania nad liczbami cat- 
kowitemi. 

Można łatwo dowieść, że wszystkie powyższe wzory utrzymują 
się w zupełności i wtedy, gdy w nich a, b, e, d. . , są już nietylko 
liczbami całkowitymi, ale dowolnemi liczbami ułamkowemi. Tym 
sposobem przez wprowadzenie liczb ułamkowych działania arytme- 
tyczne, utrzymują, znaczenie ogólniejsze od tego, jakie miały w przy- 
padku liczb całkowitych. 

Ponieważ mnożenie przez ułamek l/i daje ten sam wynik, co 
dzielenie przez liczbę //, mnożenie przez ułamek a;h zastępuje dzia- 
łanie, złożone z mnożenia przez a i dzielenia przez b, można przeto 
liczby ułamkowe, uważać jako znaki działań i na tern oprzeć teory;; 
działań nad ułamkami. Myśl ta, nienowa zresztą, stanowi podstawę 
nowej teoryi elementarnej Ch. Mćray'a 2 . 

Tcorya Weicrstrassa 3 opiera siy na wprowadzeniu nowych 
jednostek f „, określonych równaniem 

'/.a pomoc:; takich jednostek dają się przed -ta wić, liczby całkowite. 
np. liczba całkowita a = a.\ będzie miała postać as n n, lub też 
nar,,, jeżeli przyjmiemy prawo przemienności. Ogólnie liczba, całko- 
wita lub ułamkowa daje się przedstawić ]iod postacią^ 

% + a l £ a , + < h e u ,+ ... + «««.„ 

gdzie «„, a v a 2 . . . a„ są liczbami całkowitemi, e, h , p„ 3 ...£„ m — je- 
dnostkami, określonemi jak wyżćj. 

Ponieważ na zasadzie tegoż określenia jest 

gdzie m i » są liczbami całkowitemi, wnosimy więc stąd, że 
K.)"=l, awięcme HIŁ -e„ 

Na tej zasadzie można każdą, liczbę 

a = ao + « l£Hi + ... + •■».„ 

przekształcić w ten sposób, aby zawierała tylko jednostki e„ jedne- 
go"gatunku. W samej rzeczy, jeżeli njest najmniejs/ii wspólna 
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wielokrotną liczb n 1 , « 2 .... a OT , to można napisać 

gdzie i'!, v 2 , ■ ■ .,v m są, liczbami całkowitemi; będzie zatem 

«.„-v«.„., = »..«...(ł'-i. 2 ">. 

skutkiem ex u ko a przyjmuje postać 

a = (a n + a 1 v ] + ... +a„ l v m )t n . 

Na tej podstawił! wykonywamy dodawanie i odejmowanie liczb 
ułamkowych o dowolnych mianownikach. 

Mnożenie liczb ułamkowych winno czynie zadość prawidłom mno- 
żenia liczb całkowitych i dla tego będzie 

(em +*>+...* "*> ) (a, + «.+ -..+» ~r ) = » » («« e»); 

ponieważ zaś 

przeto: 



Wzory te wy stare wij ii do znalezieni a iioczynn jakichkolwiek liczb 
ułamkowych. 

Iloraz dwóch liczb ułamkowych oirzyinujemy za pomoce prawidła 

które .stwierdzić możemy, mnożąc obie strony pracz qe :l , przez co 
otrzymujemy po jednej i drugiej stronic iloczyn ps m . 

Jeżeli e„ zastąpimy przez l/n, »if, przez mjn, otrzymamy wszy- 
stkie wzory działań nad ułamkami w postaci zwykłej. ■ 

Kronecker 4 dla ominięcia pojęcia liczb ułamkowych, zastę- 
puje czynnik l/»i formą, nieoznaczoną .r„, a równość— kongruencyą. 
[O korisjruencyauh mówimy w części Ił ]. Prawidła działań nad 
ułamkami, a mianowicie prawidło dodawania i odejmowania 
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zastępujó on trzema, n;tstę.piijąeenii kotignicncyanii : 
a a m + b x„ = (a n + b m) m„ » (modd.ra^,,,., , n a » - 1 ,m n a m „ - 1 ), 
ax m . bx„^ab.v msl (rn.oAA.mx,,, — 1, nx n — 1, wi»ą, b — 1), 
«#)« • *te„^1«*i m (raOfld.ł»«„ — l,n.łr M — l,S«l*4„, — 1,S*A- 1), 
które wypływają odpowiednio z następujących trzech tożsamości: 
o ,r,„ + fcs B = (m + Sm) *„ ia + a n * M „ (m x„ - 1 ) + b m .v,„ a {n «.- 1) 
-( a ^ + S<,( mJ! *„,„-l), 

— ab,t„ l ,ti l (mn.T lm — 1), 
<tx m . i' tejj = an^,B + aw tK (m,J m — 1) — a b m x M .V/ IM ^„C"** - 1) 
— « M * tol( (i»i«iM- l)+amna: M x bm ,(bx n a! 0Xit -'l). 

14. WIELKOŚĆ UŁAMKA. MNOGOŚĆ LICZB UŁAMKOWYCH. 

W powyższym wykładzin teoryi ułamków nie mówiliśmy o tern, 

w juki sposób rozumieć należy, co jest ulana:!; wigk.-zy lub mniej- 
szy od drugiego. Jeżeli pojęcie ułamka opieramy na pojęciu 
poi.lziii.ln j udiicjii.-.i na części, to oczywiście z dwóch ułam- 
ków o równym liczniku ten jest większy, którego mianownik jest 
mniejszy ; /, dwóch ułamków o równym mianowniku — ten, które- 
go licznik jest większy ; gdy zaś dwa ułamki maja. różne liczniki 
i mianowniki, to sprowadzenie ułamków do wspólnego mianownika 
pokaże z. łatwością, który jest większy lub mniejszy. Jeżeli ułam- 
kami dań tmi są ajm i bjn, to wniesiemy stąd, że ' ;;"' —.stosownie 
<lo tego czy a» < k 
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W ieoryi formalnej działań nad ułamkami można albo wprost 
wynik ten uważać za określenie, albo też przyjąć, że nlamnk, 
bodący sumą dwóch ułamków, uważa się za większy od każdego ze 
składników. Przyjmując to określenie, będziemy w zupełnej zgodzie 
ze zwykła t.eoryą i pol.i-alimy każdemu ułamkowi, stosownie do wiel- 
kości jeyo, wyznaczył':- miejsce właściwe w dziedzinie liczb całkowi- 
tych i ułamkowych. 

Wszystkie ułamki właściwe, to jest mniejsze od jedności, któ- 
rych mnogość jest nieskończona, możemy uporządkować w sposób 
następujący. 

Wyobraźmy sobie wszystkie te ułamki w postaci nieprzywiedlnej, 
to jest wtakiej, abyieh liczniki i mianowniki były liczbami wzglę- 
dnie pierwszemi. Niechaj suma licznika i mianownika równa się liczbie 
całkowitej p. Otóż każdemu ułamkowi właściwemu odpowiada ozna- 
czona wartość liczby p l i odwrotnie, do każdej danej liezby p nale- 
żeć może tylko skończona mnogość ułamków. Jeżeli przeto pomy- 
ślimy sobie wszystkie ułamki właściwe, uporządkowane w ten spo- 
sób, aby te, które odpowiadają mniejszej wartości liezby p, znaj- 
dowały się przed temi, które odpowiadają wartości większej, i aby 
ułamki różne, odpowiadające jednej i tej samej wartości liczby p. 
następowały po sobie porządkiem wielkości, to wtedy oczywiście 
każdy z ułamków właściwych będzie miał miejsce zupełnie ozna- 
czone; to znaczy, że jeden z nich będzie pierwszym, inny — drugim, 
inny znów— trzecim, i że licząc w ten sposób, nie pominiemy żadne- 
go. Mnogość zatem nieskończona wszystkich ułamków właściwych, 
jest, wyrażając się słowami Dedekinda, podobna do mnogości 

1, 2, 3, 4 . . ., 
albo, według terminologii Cant ora, posiada tę samą moc, t. j. tę 
samą liczbę kardynalną, jaką ma szereg nieskończony liczb całko- 
witych, jest mnogością odliczalną. 

Tym samym sposobom można dowieść, że mnogość wszystkich 
liczb ułamkowych, a więc mniejszych i większych od jedności, jest 
również odliczalną, czyli, innemi słowy, mnogość wszystkich, liczb wy- 
miernych jest odliczalną. 

Twierdzenie to, dające si 9 jeszcze uogólnić, zawdzięczamy G. 
CantorowP. 
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1 Szczegóły historyczne o ułamkach u starożytnych znaleźć można 
w dziele M. C a n t o r a, Vorlesungen iiber Geschichte der Matkematik, 

1. Band. 1880; o rachunku z ułamkami w wiekach średnich i nowożytnych 
uGfinthera, Geschichte des mathematiscken Unterrichts im deutschen 
Mittelalter bis ziim Jahre 1525, 1887 i u U n g e r a. Die Methoden der 
praktischen Arithmetik in historischer Entwickelung vom Au^jan^e des 
Mittelałlers bis auf die (Jegenwart, 1888. 

1 Oh. M e r a y. Les fractdona et les ouantitós imaginaires, nouvelle 
thćoric elementaire, 1890, w ten sposób wprowadza pojęcie ułamka: 

Wynik działania, polegającego na pomnożeniu danej eałkowitśj i? przez 
liczbę całkowitą m i nastopni^ mi podzielaniu iloczynu prze/ trzcina lioz- 
hr> <:atko«i!;t d lnie równą zeru], przy y.alożcniu, że to dzielenie jest mo- 
żliwe, może byt także otrzymany jednym z dwóch sposobów: 1. Jeżeli E 
jest podzielne przez u, dzielimy E przez n i iloraz n. nużymy przez ™. 

2. Jeżeli ™ jest podzit Ine przez ». uskuteczniamy to dzielenie, a następ- 
nie # mnożymy przez otrzymany iloraz. Aby zachować korzyści, wyuika- 
jij.cc z drnwiego sposobu i w l-yiu przypudku, irtly m nie jest podzielne 
przez n, umawiamy się, by wynik działania, o któróm mowa, pr/edstawió 
w tym przypadku przez 

i nazwać go iloczynem liezby E przez czynnik ''fikcyjny,, |';'acteui' ficu.i | 
m/n. Te czynniki ■'fikcyjne., są liczbami ułainkowemi lub ułamkami. 
Łatwo już widzieć, jak na tej podstawie li iidnje się dalsza teory a. Jeżeli 

przy pomnoKciiiu jednej i [ej .-aim-j liczny całki) win'j /:'. ni-": równaj zem. 
przez dwa ułamki i»'/n', i m"/n" zachodzi jeden z tr/.ech związków 

n' <r n" ' 

to związek ten pozostanie niezmienny dla każdej imiój liczby całkowitej 
E [zakładamy, rozumie sic, że mnożenia przez czynniki -'fikcyjne,, aa wy- 
konalne]. Ten związek stały wyrażamy pisząc: 



i mówimy, że wartość pierwszego ułamka jest większa, równa lub mniej- 
sza od wartos'ci drugiego. 

Aby zachodził jeden z tych trzech przypadków, warunkiem koniecznym 
i dostatecznym jest 



Z warunku tego wynika bezpośrednio, że mnożąc licznik i mianownik 
ułamka przez jedne i tę same liczbę całkowitą lub dzieląc licznik i mia- 
nownik przez ich wspóluy dzielnik, otrzymujemy ułamek równy danemu. 
Na tśj własności polega sprowadzanie ułamków do wspólnego miano- 
wnika. 
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Jeżeli działania, 



.-ąmozliw.-.'. 10 połączenie h:h wyników za 5 j ■.:■ ij i o c ;j. dodawania i odejmo- 
E~-\-E O^-hE — -+- 



daje liczbę, którą możemy otrzymali-, junożiii 1 E przez pewną liczbę ułam- 
kową. Ta liczba ułamkowa niizywii się ««mr(. ułamków. i>i'in', m"!n''. m"jn"" 
i nie /.mienia sig, jeżeli za punkt wyjściu przyjmiemy inną liezl.uj. całko- 
wita, od £ różną. 
Jeżeli działania 

sa możliwe, to wynik osfafiiiei^. z nieii. oezywiście równy 



można otrzymać, 11111 jż;ir. /■.' jirz:'/ niau;::!, .■.■■'.-■" ./.■■", kt '.iv i'i:/.y warny ilo- 
czynem ułamków m'jn", m"jii". 
Jeżeli mamy dwa ułamki 



ma [ij w!a.-i]io>ć. że iluczyn jc^o przez ułamek :n : 'n duje wynik równy 
ułamkowi MjN. Ten ułamek xjt/ nazywa -ię, ilorazem ułamków .V. A' 

L er o li [Zakladove ryzę arithmetkke tkeoric 'reliezii], -4ftoioe«Bt, 

ISHó ' ini'l:iie reoryą ułamków, polegająca na wpruwaiłzeniu fonu liczlri- 

wycli postaci f ■ . 1. lMwnoważnośó dwóch lakicli form 

(tMt) 

określamy za pomocą równania 

ad=k. 

Z tego określenia wynika bezpośrednio 



axy 
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Formaf^t" ) nazywa się sumą form (yj i (—} . 
Na zasadzie tych określeń dowieść można, że 

Iloczyn form 

(■»•(*) 

okr.--l;iinv z-:i p.-.isitjCn. lówuilliifi 

©■©-O: 

ikiid wynika, że jeżeli 
to b gdzie także 

(t)-GMv)-G)- 

Z określenia iloczynu wyniku, pojęcie ilorazu. 

Jeżeli przez o/d oznaczymy wyrażenie, przedstawiające każdą z form 
równoważnych formie (y-), to na zasadzie poprzedzających wzorów mo- 
żna już będzie wyprowadzić wszystkie własności działań nad liczbami 
ułamkowemi. 

3 Porówn. Pincherle. Saggio di una introduzione alla teoria. delie 
fnnzioni analitiche [ GiorunU di Mate.matidie., XVIII, str. 179.], oraz B i er- 
niann, Theorie der anaIyt.i*L'b;ii l''n iłi-i ii.jifin, 1887., str. 9. 

* Kronecker, Ceber den Zahlbegriff, [1. c. str. 346]. 

5 G.Cantor. EinBeitrag zur Mannigfaltigkeitslehre. \Jaarna\fb die 

reinetmA angemandte Matlieiuatik, LXXXTV. str. 250.] 
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ROZDZIAŁ IV. 
LICZBY UJEMNE. 



15. ROZWÓJ POJĘĆ O LICZBACH UJEMNYCH. 

W "Arytmetyce,, Dio fant a, o której powiedział Lagrange, ze 

jest jednem z dziel, przynoszących największy zaszczyt duchowi 
ludzkiemu, znajdujemy już prawidła znaków w mnożeniu liczb do- 
datnich i ujemnych, jakkolwiek same liczby ujemne nie występują 
nigdzie u Diofantn wyraźnie. Przeciwnie, wszystkie zagadnienia. 
o ile mogłyby prowadzić do rozwiązań ujemnych, arytmetyk grecki 
opatruje starannie warunkami, mającerai na celu ominięcie podo- 
bnych rozwiązań 1 . Liczby ujemne w dzisiejszem znaczeniu tego po- 
jęcia nie istniały wówczas w dziedzinie matematyki; nawet w dzie- 
sięć wieków po Diofancie matematycy włoscy Fibonacci, 
Paccioli, Cardano, natrafiając przy rozwiązywaniu równań na 
pierwiastki ujemne, odrzucali je. jako liczby fałszywe, fikcyjne, nie- 
możliwe. Fakt analogiczny, jak to powiemy niżej, powtórzył 
.się następnie z liczbami urojonetni : duch uogólnienia, stanowiący 
wybitną cecho późniejszych badań, nie panował jeszcze tak dalece 
nad umysłami, aby bez pewnego oporu można było ogłosić równo- 
uprawnienie dla liczb, które według pojęć ówczesnych byty niejako 
przeciwieństwem rzeczywistości. Wprowadzenie liter do Algebry. 
a więc powstała stąd konieczność przywiązywania znaczenia do 
działań w przypadka eh ogólnych: a następnie zastosowanie rachun- 
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ku do Geometryi, wktórej oznaczanie długości o kierunkach przeci- 
wnych, wykazało ważność u. nawet konieczność używania liczb O zna- 
kach przeciwnych, przyczyniła sic w wysokim stopniu do osłabienia, 
owego oporu matematyków. Liczby ujemne pozyskują tedy zupełne 
prawo obywatelstwa w rachunku, a teorya ogólna równań jeszcze 
hardziej użytek ich utrwala. Mimo to, jeszcze w końcu ubiegli:.:. 1 :'! 
i na początku bieżącego stulecia, matematycy nie byli w zgodzie 
eo do istotnego znaczenia liczb ujemnych. Euler a nazywa liczby 
ujemne mniejszemi od zera, przeciwko czemu powstają 1>'A! eiu- 
bert s i Śniadecki 4 . L. N. M. Carnot 5 widzi w liczbach 
ujemnych tylko symbole, służące do zachowania, ogólności związ- 
ków algebraicznych; Wroński 3 , zwalczając ten pogląd, uważa 
liczby dodatnie i ujemne, jako przedstawicielki dwóch różnych sta- 
7ii.iv/ jakości, i nie uznaje żadnej różnicy stanowiska jednych i dru- 
gich w Matematyce. Podobny pogląd wygłasza Gauss', według 
którego Liczby dodatnie i ujemne przedstawiają przeciwieństwo pe- 
wnych dwóch procesów elementarnych np. przeciwieństwo przejścia 
w szeregu elementów od elementu A do elementu B a przejścia od- 
wrotnego od B do A. Następny rozwój nauki, a mianowicie wpro- 
wadznbe liczlj urojonych, rzuciło nowe światło na znaczenie liczb 
u j cmii} cli, bo pozwoliło proces myśli, który prowadzi do nich, uwa- 
żać za, przypadek szczególny procesu, prowadzącego do ogólniej- 
szych gatunków liczb. 

Winniśmy zauważyć, że i dziś spotykamy u teoretyków wiedzy 
poglądy na istotę liczb ujemnych, niezupełnie zgodne Duhamel, 
stojący na stanowisku Carnota, twierdzi, że nie można nadawać 
żadnego znaczenia rzeczywistego działaniem arytmetycznym nad 
liczbami ujemnemi samoistnemi 8 . Dii lir ing widzi w nich właści- 
wie symbole działania, mającego być wykonaućm na wielkościach 
bezwzględnych, a rachunek na liczbach ujemnych uważa za rachu- 
nek nart "nieruożriwośeiami„ 9 , Kronecker 10 wreszcie pragnie je 
usunąć z Arytmetyki, a równości, w których występują liczby ujem- 
ne, zastąpić kougrueneyami, w które wchodzi pewna nieoznaczona. 
Ta teorya znakomitego matematyka, jest w związku z jego dążeniem 
do oparcia całej dziedziny Arytmetyki i Algebry jedynie na licz- 
bach całkowitych dodatnich. 

Teorya formalna działań, która ■/, góry nie jest przywiązaną do 
żadnej specyalnej dziedziny przedmiotów, wprowadza liczby ujemne 
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na podstawie określenia formalnego i stosuje do nowych liczb dzia- 
łania na podstawie prawa zachowania. Teorya ta czyni zadość wy- 
maganiom ścisłości i nic przcsij-tlKa wcale znaczenia, jakie nadajemy 
lub nadać możemy liczbom ujemnym w specjalnych dziedzinadi 



16. TBORTE DZIAŁAŃ NAD LTCZ1UMI H.TEMNEMI. 

Już w art. 11. określiliśmy liczby ujemne jako formy odwrotne 
za pomocą równania 

— b = — b 
i podaliśmy równania 

„ + (_„) = „-«, a + e = a-(-c) 
Równania \'a, 2'a. 4'a. i 12. art. 11., stosują, się do liczb ujem- 
nych zarówno jak do dodatnich; bgdzie tedy : 
b + (a-ł>) = a 
bĄ-a-b = a 
(S- C )+a-(fi + a)- e , 
a -(b + ć) = {a-b)-c, 
(c + a)-b = a-(b-c), 
(a-l) + (c~d) = ( a + c)~(b+d). 
Według równania 127j. tegoż artykułu mamy 
{a-b)c = ac-bc; 
czyniąc a = i uwzględniając przyjętą własność modułu dodawa- 
nia, otrzymujemy 

(-»).. = -».. 

Zakładając znów w równaniu 

a(o + d)=:ac + ad 
d== — o, otrzymujemy na zasadzie własności modułu 
« + a(-«)=*0 t 



sb%d 



«(-«) = 
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Z równania wreszcie 

(-S).--». 

gdy w uieni nap i szumy — c zamiast c, otrzymamy 

(-»)(-.)--j(-.)=-(-h) = j,. 

Tym sposobem prawidło znaków w mnożeniu jesi wynikiem określ tui 
formalnych teoryi działań. 

Prawidło znaków w dzieleniu wynika bezpośrednio z prawidła 
znaków w mnożeniu. 

Powyższy wywód stosuje się oczywiście nietylko do liczb ujem- 
nych całkowitych ale i do liczb ujemnych ułamkowych, jeżeli liczby 
ułamkowe wprowadzimy na podstawie teoryi, wyłożonej w rozdziale 
poprzedzającym. 

Kroneeker podał o teoryi liezb ujemnych krótką uwagę pole- 
gającą na tern, że równość taką, jak up. 

można zastąpić kongruencyą 

7 + 9*^3 +5« (mod* + l), 

gdzie " nieoznaczona,, .r zastępuje jednostkę — 1 . Jiongruencya ta ma 

treść szerszą od poprzedniej równości, bo dla każdej liczby całko- 
witej x wyrażenia 7 -f- 9.r i 3-f- 5*, przy podzieleniu przez *+l, 
dają reszty równe. Przy dołączeniu warunku .r-f- 1 = 0, kongriicneya 
przechodzi na równość i otrzymujemy liczby ujemne. Teorya liczb 
ujemnych wypływa przeto z teoryi kongruencyj powyższego kształtu, 
W myśl tej uwagi K r o n e e k e r a, możemy z łatwością wyrazić 
wzory gfówne, odnoszące się do działań nad liczbami ujemnemi, pod 
nową postacią. Przedcwszystkiem liczby ujemne 

możemy nastąpić wyrażeniami 

*, 2*, 3*, . . . 
gdzie m jest liczbą "nieoznaczoną,.. Równania 

« + (_.) = «-„, . + ._._(_,,) 
możemy zastąpić kongrueneyami 

cl -\- ex,.. : a-c (mod*-l-l), a + c ... a-c« (mod*+l) 



Hosted by 



Google 



114 emUl. WBiuiT. [16 

Wzór 

{a -b) 4. ( e _rf) = ,„ + „) _ (i + dX 

w którym a — b i e — d są liczbami ujcninsiiri, możemy zastąpić 
wzorem 

(„ + /,.,) + ( + *,) (a + ,.) _ (5 + a) (mo.1.* +1) 
Trawo rozdzielności wyraża się pud postacią: 

(a + ba) o ac + bex (mo<U+l) 
Prawidło znaków, np. wzór 

-a.—h^Ą-ab 
wypływa z kongruencyi 

a.v .bxr=ab (modtf-J-1). 

W podobny sposób wszystkie inne wzory z łatwością uzasadnić się 
dają. Wiążąc zaś tg teoryą z wyłożoną w artykule 13. teoryą 
liczb ułamkowych, możemy te prawidła rozciągnąć do wsz\stbicb 
liczb wymiernych dodatnich i ujemnych, tak że w teoryi Kro- 
neckera występować liędą tylko kougruencye pomiędzy liczbami 
całkowitemi dodatniemi li . 

17. WIELKOŚĆ LICZB UJEMNYCH. MNOGOŚĆ TYCHŻE. 

Liczby ujemne całkowite i ułamkowe stanowią nowe uzupełnienie 
dziedziny liczb dodatnich całkowitych i ułamkowych, której wła- 
sności poznaliśmy w artykułach poprzedzających. 

Liczby całkowite ujemne 

1. -1, -2, -3 . . . 

Manowią ]cn;>cuść cb^kuńc/oną, złożoną z wyrazów, odpowiadają- 
cych wyrazom mnogości 



Każdy wyraz szeregu 2. nazywa się waHoh-ią bcztvz- : -j!tdu'i odpo- 
wiedniego wyrazu szeregu 1.; możemy zatem powiedzieć, że każdy 
wyraz szeregu 1. ma wartość bezwzględną większą od wartości bez- 
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względnej każdego z wyrazów poprzedzających, mniejszą zaś od 
wartości bezwzględnej każdego z wyrajów następujący cli, 

Oba szeregi 1. i 2., z dołączeniem do nich zora, grupują, się, w jo- 
dyn szereg 

. . . -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3 . . . 

ciągnący sit; w obie strony do nieskończoności. Jeżeli n ozna- 
cza którąkolwiek liczbę tego szeregu, to liczba, po niej bez- 
pośrednio naslepująca, będzie n-\- I, bezpośrednio poprzedzająca-- 
u — 1. Szereg -}., uporządkowany w ten sposób, aby pierwszym jego 
wyrazem było 0, drugim 1, trzecim — 1, czwartym 2, piątym —2 
i t. d. daje się oczywiście przyporządkować do szeregu 1.; odpo- 
wiadająca mu liczba kardynalna .jest taka sama jak dla szeregu 1. 
Jeżeli oprócz liczb całkowity cli pomyślimy tak w szeregu 1. jako 
też w szeregu 2. wszystkie liczby ułamkowe, otrzymamy znowu dwie 
odpowiadające .-obie innoiinśi/.i nieskończony: każda liczba ~/i dru- 
giej mnogości będzie wari ością bezwzględni], odpowiedniej liczby ii 
w pierwszej z nich. Obie mnogości dadzą- sic również uporządko- 
wać w szereg podwójnie nieskończony, odliczalny na szeregu 1. 
i zawierający w sobie wszystkie liczby wymierne dodatnie i ujemne. 
Trzy porównywaniu liczb wymiernych porównywamy ich wartości 
bezwzględne. Przyjęty niekiedy sposób mówienia, że liczby ujemne 
są od zera mniejsze, wyraża tę. okoliczność, że w mnogości podwój- 
nie nieskończonej wszystkich liczb wymiernych liczby ujemne znaj- 
dują się po lewej stronie zera, a nierówność — a<C •- b należy ro- 
zumieć w ten sposób, że wartość bezwzględna liczby n jest większa 
od wartości bezwzględnej liczby 5, to jest, że w mnogości liczb wy- 
miernych liczba ujemna O wartości bezwzględnej większej znajduje 
się na lewo od liczby ujemnej, mającej wartość bezwzględną 
aniiej-zą. 



1 Porówn. najnowsze wydanie Arytmetyki Diofanta w przekładzie 
niemieckim G. Wertheima, 1890., gdzie we wstępie [str. 6.] znajduje- 
my Ti^ti;.pnjriC':t-.vienlzim:«:'\Lit:ztj;i. niaiip.ialiyi; (idjijtą. pum no /.'ma piv.ez 
takąż liezlię. duje liczJię, którą należy dodać: liczba zsiś, mająca być odjętą. 
pomnożona przez liczbę. :najip.'ą liyi- dodaną, daje liczbę, którą należ; od- 
jąć,,. Twierdzenie to ["«;•};: ;*• Xti'l:v irj/.A/wtAasiswihiisa miel owtp |w, ).:»}■.; 
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5= enl Ssa^"' K ''~ : i-sIiS'.v„j. Wyraz j- >,;!-.';; i 0--.,-.. : ..t przełożono tu umyśl- 
nie za pomocą wyrazów "liczba, mająca bić odjęta,,, "lic/lj.i, mająca by. ; 
dodaną,,, dla. zaznaczenia, że liczby le nie występują, jako samoistae 
liczby ujemne. Jako przykład .-tarnmiego omijania liczb ujemnych sa- 
moistnych przez naszego antoni niechaj posłuży np. zadanie ii-e księgi 
I-ej : „Liczbę dana puiizielic na dwie inne liczby iv ten sposób, aby pe- 
wna przepisana część pierwszej, dodana rtu pewni'], również przepisanej 
części drugiej liczby, data sumę lianą,, do którego Diotant dodaje wa- 
runek następujący: ">uiua dana. musi być /.awarią pomiędzy dwiema licz- 
bami, które powstają, gdy weźmiemy przepisane części obn liczb danych,, 
Rozwiążemy zadanie, to ogólnie. Liczbę a rozłożyć ua dwie liczby, aby 
m-a część pierwszej, powiększona o n-ą część drugiej, równała się b. Kie- 
wiadomi) Iii'zbę pierwszą -.- znajdujemy z równania 

7. którego otrzymujemy 



c były dodatnie, trzeba aby było jednocześnie 



ikąd oczywiście wynika, że i nmsi być zawal le pomiędzy liczbami a m 
i b/n. Przy spełnieniu się togo warunku, zagadnienie nie będzie miało roz- 
wiązań ujemnych. 

9 Euler. Vollsriindige Anleititng z sir Algebra-, 1770. Wydanie nowe 
Reelama.str. 18. 

:i D'A1 ember t, w Opuseulos nialhematiiiues, I. [Porówn. Dukanie I 
Des metliodes etc. II. str. 16,j.] dla okazania talszywości poglądu Eu i o- 
r a, przytacza pioporcya 

1: - 1 = - 1 :1. 

w której, zgodsiie y. zasa-ilmezą własnością proporcyj. iloczyn wyrazów 
skrajnych równa się iloczynowi wyrazów średnich, i stosunek - = — 1 
jest równy stosunkowi — =— I. Tyniczaseiu, jeżeli będziemy uwa- 
żali hczby njeiitne za. mnrj.sz- l>J zera. będzie w pierwszym stosunku 
1 > — 1, w drugim zaś — I < 1, co nie zgadza się znowu z równością 
stosunków. -Prawda, mówi dalej D'Alembert, że, według poglądu 
Leibniza, liczba — 1 nie jest średnia propovey:'na!n,i pomiędzy 
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pomiędzy lii. : Liii ■■ 2 pomiędzy 1 . i ■!.. gdyż łiczby njcimie wciiortz;! (Id 
rachunku, nie wchodząc do stos ni ikr. w. ułamki zaś nir. -są tern samem, co 
stosunki: przyznaję jednak, że nie rozumiem ani sity ani prawdy togo 
rozmiłowania. Rozumowanie podobne obaliłoby wszystkie nasze pojęcia 
:ih;ebv.'iii.v.no za pomocą niepotrzebnych i sztucznych ograniczeń i było 
by zresztą sluszilóoi tylko iv razie przypuszczenia, że liczby ujemne są 
niższe od zera, co nie jest prawda,,. 

4 Śniartecki w^liaclmnku a-lgebriiiezuc.go teoryi.. 1 TM, któr a po zosta- 
nia najpiękniejszym ]:i.:n ;.ili ifjni literatury matenialycznój poL-kićj XVIII 
stulecia, mówi [toni I. str.lOJ; "Ilości ujemne | n Śniadeckiego "odjeirme,,] 
mają swojo jestestwo tak rzetelne i prawdziwe jak i ilości dodatnie, tyl- 
ko że w sposobie między sobą przeciwnym. A przeto wyrażenie ilości 
ujemnych nio zawisło od tak dzikich i obłąkanych ilomaezeń. które mi 
niektórzy antorowie uczących się bałamucą.. Jeżoli ty jest prawo dla 
ludzkiego rozumu, że we wszystkich poznawnuiiich nie może przeniknąć 
do prawdy tylko drogą porównywania, rozstrząsając naturę ilości, 
wpada w konieczną potrzebę uważania ich jedne względem drugich, 
a przeto znaki na wymienię tych wzgiedów i stanów są mu nieprzerwa- 
nie potrzebne Co się zaś tyczy nazwy nadanej liczbom ujemnym, jako 

mniejszym od zera | niiuore.s nihilo|, to ona, według Śniadeckiego, 
oznacza tylko zmianę, sianu, pncbodząci st.ąd, że pewni; ilości zmieoiają- 
ce -ię stają się z dodał nieb njemuemi lub odwrotnie. -'.Tężeli wiec, powinda 
[str. 83], niektórzy antorowie wyrywają się zaraz z tą nazwa przy 
wstępie, możemy z r.e raź o i ej szych i przesz łych uwag rozsądzić, jsk mało 
znają teorya ilości dodatnich i ujemnych. Oprócz wielkiej meprzyzwoi- 
tośei, przez którą uczących się wprawiają w ciemne i dziwaczne rzeczy 
i. pisy.',;, me, błądź. i przeciwko prawom geometrycznym, dając nazwisko 
powszechne bardzo szczególnemu przypadkowi i wprowadzając niezrozu- 
miany język w te naukę, która z swój natury jest stolicą jasności i prze- 
konania,,. 

' Carnot zastanawia się obszerni!; nad liczbami ujemnemi we wstę- 
pie do swego dzieła Geometrie de position [An XI, 1803 str. II— XX]. 
oraz w innem sławnem dziełku. Kefiexions sur la. mót-apliy abpie du calca! 
inlinitesimal [179/., wyd. 5-e, 1881. str. 173 — 200]. Teorya liczb ujem- 
nych opiera na następującej zasadzie głównej: 

'■Każda wartość ujemni, znaleziona na niewiadomą w rozwiązywaniu 
ziiirad cienia, wyraża—jeżeli odwrócimy awagęotlznakn l.ęi wari ości— ró- 
żnice dwóch innych wartości, z których większa zastała wzięta za mniej- 
-k:i. mniejsza zaś za większ,; iv wyrażeniu warunków zagadnienia,,. 

Nie będziemy przytaczali ani dowodu tój zasady, prostego zresztą bar- 
dzo, a. :i rozmaitych wniosków, jakie z, niej wyprowadza Carnot, powie- 
my tylko, że idzie mu przedew.szysfkićm o wytlomaezenio znaczenia roz- 
wiązań ojemnych. do jakich prow-adzi rachunek algebraiczny. Rozwią- 
zania te. według niego, nie mają znaczenia same przez się. wskazując 
tylko, jaku; zmiany poczynić należy w warunkach zagadnienia, aby u trzy - 
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mać" rozwiązanie dodatnie. Związki albo równania zachodzą, według 
niego, tylko pomiędzy wielkościami bozwz^iertnemi pewnego układu: 
jeżeli zmienimy w związkacli fyelj znaki jednej luli kilku wielkości, 10 
wzory, tak przekształcone, należeć będą do innego stanu układu, 
w który] 11 wielkości, ze zmienionemi znakami są odv.-roi.icmi jiiiYereesJ 
względem wielkości iv pierwszym stanic układu. Gdyby-my lyrli zmian 
znaków nie dokonali, Jd-x] iijy^itiy do wartości ujemnych. 

Dla uniknienia wyrażeń niewłaściwy cii, proponuje <J a rn o t wprowa- 
dzenie pojęcie icielkuhi „z-jicthin (valo.nr do corrólationj dla wyrażenia, 
mającego zastąpić wielkość. bezwzględną przy stosowaniu związków, nie 
objętych iva'-unk:i:ni pierwotnenii. O lakiój wartości względnej mówi, że 
staje sio ujemną, a odpowiednia jej wielkość staje się wt.ody odwrotną, to 
odpowiada, według niego, zasobie, wyrażanej dotąd nieściśle: -wartości 
ujemni: należy brać w kierunku przeciwnym wartościom dodatnim,. War- 
tość względna ujemna jest dla Ca mo I a pewna formą al^ebralczus zło- 
żona, wskazującą zara.zcm wielkość i d/.ialanie nad niem, jest działaniom, 
któro staje sio niewykonalnem, jeżeli to wyrażenie mu zostać odosobuio- 
nćm. Lecz wszystkie lo "formy czysto liioroglitiezne. |i"wńidi. znikają 
przez przekształcenia, a furmy pierwotne, stosowane początkowo tylko ■ 1 o 
przypadku, dla którego przeprowadzono rozumowanie, stają sig przez 
to przekształceniu właściweiui i dla inny di przypadków. 

Ten sam pogląd, jak to zobaczymy, stanowi podstawę teoryi Dii h- 
r i nga. 

'■ Wroński poświęca w swóm dzieło Introdnction i t- d. |_str. 15-tj, 
krótkie tylko uwagi liczbom ujemnym. Dwa związki wzajemne 

A+D*=C i C— B=A, 
wskazują na szczególne znaczenie wielkości /•', które— gdy udwróeimy 
uwagę od działań dodawania i odejmowania — występuje w pierwszym 
z tych związków, jako mające własność powiększaniu, w drugim zaś. opa- 
trzone własnością zmniejszania. Różność roli liczby B w tych dwóch 
przypadkach pozwala na stosowanie prawa.Mw. i'. ;i stąd wynikają cuchy 
szczególno, które nazywa stanami dodatnim i «,«»j« liczby />'. Stany od- 
noszą sio do jakości, powiada Wroński, działania — do ilości; brak 
tego bardzo prostego rozróżnienia zaciemni! wszystkie dotychczasowe 
teorye liczb dodatnych i ujemnych. 

7 Liczby dodatnie i ujemne, powiada Gauss [G6ttinginche gdehrte. 
Aiaajtn, 1831, także Wf.rke II, str. 17G], mogą znaleźć zastosowanie tyl- 
ko tam, gdzie rzeczom liczonym odpowiadają przeciwne, które, pomy- 
ślane z niemi razem, wzajemnie się znoszą. Dokładniej mówiąc, założenie 
to ma mioj.sce wtedy tylko, jożeli rzeczami liczoneini niosą substaneye 
I przedmioty pomyślano w sobie], locz związki pomiędzy dwoma przed- 
miotami. Zakłada się przytćm, że te przedmioty są uporządkowane 
w szereg, w pewien oznaczony sposób, np. A, B, C, D... i że wzajemność 
|.stn*iinskj między A i li uważamy za równy wzajemności, zachodzącej 
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pi, między U i Ci t. d. Ttt do pojęcia przeciwieństwa należy tylko przesta- 
wienie 1 (liiitiiusnli] wzajemności, lak, że jeżeli wzuj eminie; alho przejście 
o 'i A do Zi uważamy za -\~\, to wzajemność albo przejście od B do .A ozna- 
czamy przez — 1. Jeżeli wiec taki szereg po obu stronach jest nieograni- 
czony, to każda liczba rzeczywista całkowita wyraża wzajemność pewne- 
i;.-(j i]i,w-i)lne;<i! wyrazu, [>'/.} jętego za pieruny, do pewnego oznaczonego 
wyrazu szeregu. 

8 Duhamel, Des inethodes ete.II. str. 169. 

■' Znaki, powiada D ii h r i a g [Neue Grundmittel uud Hrhndungen, 1884 
Str. 8. i dalsze] mogą oznaczać tylko działania lub związki, z działali wy- 
nikające; znak — nigdy nie oznacza nie innego niż odejmowanie. Jeżeli 
w- wyra /. i:nin postaci a — x, "jest wielkością uzmiczomi. :: wieiko-icie- zmień 
nąnp. rosnącą, to z chwilą. gdy x stuje się ró wi i cm u. perzyna s= i ■;■- niemo- 
żność wykonania działania. Jeże'i napiszemy a—x=—t/ t to równanie to 
nie wyraża nic imiego nad tę nici nożu ość. Taka jest, według Diihriu- 
g a, geneza i znaczenie liczby ujemnej oć"Sidni!otiej. Znaczenie zaś roz- 
wiązań ujemnych wyjaśnia on w sposób następujący: 

Jeżeli mamy równanie i-|-y— o, gilzie ? i y są liczby zmienne, a zaś jest 
liczbą stałą, to równanie y — a — x w przypadku, gdy :c jest większe oda, 
przedstawia niemożność. Kładąc x — a = z. mamy ;/ = — s jako w«S;i- 
zówke, że >i nie maże być wielkości.) hezwzględną. Zastępując y przez 2. 
eirzyumjemy równanie x — s = a, gdzie wszystkie liczby ' wielkości! są 
już bezwzględne, a zmieniając tu literę ; na literę ;/ — oznaczenie je>t tu 
obojętne— otrzymujemy zamiast równania pierwotnego x-\-y=a równanie 
a*— y=a nowego typu. Kozwiązanie ujemne daje przeto poznać, że w wa- 
runkach zadania mieści się niemożność, i jak tę nienmżn.iśe usunąć 
przez zmianę znaku. Diihriug stoi tu, jak widzimy na stanowisku 

Przyjmując rozwiązania ujemni', obejmujemy dwa typy równań x-\-y=a 
x— y~ojednjmtj , pemnp.r4-S r = o : wprowadzenie liczb ujemnych oznacza 
tedy to samo, co zastąpienie jedneni równaniem dwóch równań rożnych. 
Teu samfakt powtórzy się, jak to zobaczyn^, w teoryi liczb urojonych. 

Kachnnek liczb ujemny cli jest. według D U lir hi g a, rachunkiem nie- 
możliwości. -Mit. dem l:nnc''glicbcii,pi.iwi;ri]a on, wenn nmii es elten ais un- 
niMglicb setztiind behandelt, mnss es in Scbliissen uiidliecliimngen lian- 
tirt werden, soitst bleibt jeder liodankeiigang iit der Kindbelt,, — więc 
i według ji-:.'.!-(i teoryi ten raclitiock "niemożliwości., maswoje ]iewne prawi- 
dła, które nie mogą się różnić i nie różnią się od prawideł działań nad 
liczbami dodatnieini |bezwzglcdt»omi'l. Mimo zasadniczej różnicy poglądu, 
cale następne rozwii-iyeic rachunku liczb ujemnych hedzie zupełnie tahic 
same, jak gdyby liczby- te wprowadzone zostały, jako formy nowe, za po- 
mocą określeń formalnych. 

10 K r o n e c k e r. Ueber den Zahlbegriff [1. c. str. 345]. 

11 Le r c li we wspomnianej wyżej pracy podaje r.eoryą liczb ujemnych, 
nebenjąc;) na zasadzie, podobnej do tej, na jakiej opar: t.eoryit liczi) 
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ułamkowy cli. Wprowadza on formy czyli pary liczi) (« | i), w których 
o i 6 są liczbami calkowiteirii. Dwie takie formy (a \ b) i {c\dj nazywają 
si<; równoważnemi, ieżcii czynią zadość lwnośi-i u-j-J— (i-J-c Ot nylonie 
1.0 stosuje się zarówno ilu przypadku, W którym a > ń, c r- <', jako tóz do 
przypadku, iv którym a < 6, c <; tf. 
Z dwóch równoważności 

(■ | c') y (6 | V) 
wynika, na zasadzi.; powyższi 1 ;;;) określenia, równoważność 

l« | .') ~ (o | ,') 

WyiMŻiMii' 1 , ]ir/o'lsl;uviiijiu , ij op;ól fonu wzajem równoważsiy cli, nazywa 
L e r c h "<liiTerentą„. Tak np. diflorenta (1 ] 4) obejmuje formy {2 | 5), 
(3 j 6), (4 [ 7) . . . ' 

Differerenta (.e | x) = (0 | 0) nazywa sin tlittwresit.ii zerową. 

Sumą form [a | a') i (b | 4') Dazywamy turnię 'o + 6 | «' -f- &'). Z tego 
(ikreŃleiiiii wynika, że jeżeli 

(« I <■') y (p i <=0- (* I '') - (<* 1 *), 
to C» I "'H-<6 I *') ^ (e I ■'H-W K) 

(a-j-i | b'-»-1'J r\- (c-j-d | (Z+tf') 

Jednowartościowośó i przemiennc^d do. kiwania stwierdzamy u.i zasadzio 
)i'jwyższo.Ł;'i'i, l"'z midności: 

Sumę hi form (a \ b) oznaczamy przez m (« ] ?.)■ jeżeli ,1 jest znakiem 
formy (» [ i), to sumę tę oznaczyć możemy |iivc/. mA lub vli», przyczćm 

mA = (ma | mb), 

Każda dilferenta jest postaci "ii.", gdzie A' jest dift'. (1 | li) lub postaci 

m'K' flizie A'=.<lilT. (0 j 1 ). A.' nazywa *\e. jednostką <i»rh t,u«. li' jednostką 

»>"»"!- Ogólnie jest 

■ i+ł^-diff (■!■). 

Iloczyn fonu (a j i), (c | <J( określamy za pomoc;, równania 

(a|6).( e |d) = ( OC -}-W|«d+iO, 
z którego wynika jednowartościowośó i przemienność mnożenia. 
Jeżeli J i B są dwie "differenty dowolne,, (a | o'), (J [ 6') dwie odpo- 

wiad;>.iąi:e im fonsiy, to diiierenta Ciloczynn (a | a'f, {b | b') nazywa się 
iloczynem different. A i B t co oznaczamy w ten sposób G'= .1/>'=B,-1. Na 
podstawie teyo oki'cślenia inożnn łatwo dowieść, że 

ot£. nfi = nmE, mE . aE , = maE', laP . nE> = auiE, 

co wyraża znane prawidło znaków n 
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Teorya L e r c li a nie jest w istocie rzeczy nową. bo zawiera sie, juko 

szczo^mIll.y |ii , zy[i--uli , .k w teoryi "|*ar al:;<:l>r;iii'zim:.b.. [alirelmiK c-ciuples] 
o^tosziinej przez Sir Kowana Ii a i« i i t o n a jeszcze w roku !S30\ 
O tej teoryi podamy wzmiankę w na stepuj ii cym rozdziale. 

Ogłoszona niedawni) uiorya eJcmoiiUnift lkzb u/s^mych Ch, ileray'a 
[],e* fractious et los (jumitittis neyatkes. 1890]. polega na tem, że uważa 
ivii']Ji!jŚL'i i!iiil;iiiiic i ujemne, jak tri czyni Wroiski,!! dwa stany, ró- 
żi-.''-i jalv)śri i ([iianliti-.-t iriiił-lirii?!!; | i zamiast zuakóiy |- i — wprawailzii, 
n;i pi;c,;;U'kiUa objaśnienia teoryi znaki -> i +-, umieszeznuejiail ylo.4:;i- 
ini. Iloczyn określa Meray za pomocą wzorów: 

Z X. 6 = "« X^~ = W 

« X d ~ * X 6 = (u''), 
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ROZDZIAŁ V. 

LICZBY ZESPOLONE ZWYCZAJNE. 



18. ROZWÓJ POJĘĆ O LICZBACH UROJONYCH. 

Historya liczb zespolonych, zwanych inaczej mojonemi, podobna 
jest do historyi lic/h ujemnych. Do ostatnich prowadzi potrzeba, 
uogólnienia odejmowani;!, do pierwszych takaż potrzeba uogólnieniu 
wyciągania pierwiastków; jedne i drucie przez długi c/as uważane 
były za fałszywe i ślad tego poglądu pozostał w nazwie liczb urojo- 
nych. Nad istoto, liczb urojonych zastanawiano sic wielokrotnie i dziś 
jeszcze, minio zupełnego ustalenia ich użyi.ku w nauce, różne na ten 
przedmiot panują poglądy. Przebiegnijmy pokrótce dzieje tego 110- 
vee'ii gatunku liczb. 

Juz Cardano zwrócił uwagi; na pierwiastki kwadratowe z liczb 
ujemnych, do jakich doprowadzało rozwiązywanie- równań stopnia 
drugiego. Bombelli, Girard, de Moivre i inni rozwinęli 
rachunek na liczbach urojonych. Jan I) er no ul li za pomocą 
liczb urojonych przedstawia rozmaite wzory Analizy, miedzy inne- 
mi podaje stawny wzór 

,-r _ logV^l 
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które w wysokim stopniu przyczyniły sie do postępu Analizy. Jun 
Sniauoeki tfomaczyt znaczenie rozwiązań urojonych w ten spo- 
sób, że "pokazują nam one niepodobieństwo ligo, czego szukamy, 
illa jakiejś przeciwności, która się w pytaniu, mimo uwagę nasze 
wmieszała; ponieważ wszakże do przypadków szczególnych, które 
ogarnia równanie, należy i ten, który to pytanie czyni niepodobnem, 
płynie stąd uzasadnienie potrzeby rachunku nad teini liczbami 1 ,,. 

Gauss iv swojej sławnej rozprawie inauguracyjnej [1799] o roz- 
kładzie funkeyj algebraicznych całkowitych na czynniki rzeczywi- 
ste pierwszego i drugiego stopnia nie używa w dowodzeniu liczb uro- 
jonych, jakkolwiek jasno i dobitnie wyraża swój pogląd na możność 
i prawo ich stosowania^. Jeszcze dobitniej rolę. tych liczb akcen- 
tuje Wroński [1811.], powstając przeciwko przyjętej przez 
matematyków nazwie i proponując dla nich nazwę liczb id<-a!uiji:,h, 
którą później Kum mer zastosował do analogicznych form liczbo- 
wych w Tcoryi liczb. Jednostkę urojoną czyli idealną V — 1 uważa 
"Wroński za opartą bezpośrednio na pojęciu nieskończoności : 
liczby urojone nazywa jednym z fenomenów umysłowych, najbar- 
dziej godnych uwagi, dającym się używać bez żadnej sprzeczni iści 
logicznej we wszystkich działaniach algorytmicznych i prowad/;;- 
cym do wyników zgodnych z naszym rozumeur. To też posługuje 
sic Wroński liczbami nrojonemi z całą swobodą w badaniach 
swoich; on to jeden % pierwszych stosuje je do uogólnienia powyż- 
szych dwóch wzorów Eulera, stwarzając tym sposobem nono 
funkeye trygonometryczne wyższych rzędów. Niestety jednak, ani 
ten stanowczy sąd Wrońskiego o liczbach urojonych, ani jego 
odkrycia, nie zwróciły na siebie uwagi współczesnych, i trzeba było 
dopiero powagi imienia takiego Gaussa, aby liczbom urojonym 
zapewnie równouprawnienie w nauce.' Uczony ten w I-ćj rozprawie 
o resztach dwukwadratowych [182ó.|. wskazuje Arytmetyce wyższej 
czyli Teoryi liczb nowe pola badania przez wprowadzenie do jej 
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dziedziny liczb urojonych i wykłada [1831.] znaną obecnie i ogól- 
nie używaną metodo piv,otl^tuivi;u>i;i liczb urojona eh za pomocą 
punktów nu płaszczyźnie, chociaż co do tego uprzedził go był już 
Argaud [1806.] 4 . Przez to geometryczne przedstawienie bada- 
niu układu liczb urojonych zamienia się na badanie rozmaitości 
dwuwymiarowej. Jednocześnie stawia Gau s s ważne pytanie, roz- 
wiązane później przez innych [porówn. rozdział VI-y], "dlaczego 
stosunki pomiędzy rzeczami, przeiist;i" iającemi rozmaitość więcej 
niż dwuwymiarowa, nie dają jeszcze innych gatunków wielkości, 
dopuszczalnych w Arytmetyce ogólnej „. 

Teorya ogólna rozwiązywania równań, a zwłaszcza badania 
w dziadzinie funkeyj, jakie zawdzięczamy Abelowi, Jacolife- 
mu, Cauehy'emu, Kie ma im o w i, Weierstrasso w i i in- 
nym, oraz badania w Teoryi liczb, które prowadzili Gauss, Di- 
i' i clii et, Eisenstein, Kum mer, De deki nd i t. d. zape- 
wniły liczbom urojonym niezbędne stanowisko we wszystkich ga- 
łęziach Al go ryt mii. a ważne zastosowania w dziedzinie Geometry i 
wykazały wysoką, użyte czul iść. tego narzędzia. 

Ten rozwój zastosowań liczb urojonych nie mógł nie wywołać 
badań, skierowany cli ku wyjaśnieniu istoty ich i uzasadnieniu pod- 
staw rachunku nad niemi. Tu, jak i w teoryi liczb ujemnych, głó- 
wnie dwa uwidoczniają sic poglądy. Według jednego z nich, za 
przedstawicieli którego należy uważać Wrońs kiego, Gaussa, 
Woierstrassa, Hankela i t, p. liczby urojone maja w dziedzi- 
nie liczb stanowisko takie, jakie przyznajemy liczbom ułamkowym 
i ujemnym: uzupełniają one dziedzinę pierwotną, liczb całkowitych 
i stanowią razem z liczbami ricćzywintew! jedne mnogość- dwuwy- 
miarową. Drugi pogląd, reprezentowany przez Cauchy'ego\ 
Duhamela, Dubriii ga 6 , Lipschitz a J , Kroneekera 8 i in- 
nych orzeka, że liczby urojone są tylko symbolami, znakami dzia- 
łań, jakie wykonywamy na liczbach rzeczywistych. Najbardziej w tym 
kierunku posuwa się Kronecker, wedlu- poglądów którego liczby 
urojone mogą być usunięte z dziedziny badań analitycznych. 

Tu, jak i przy liczbach ujemnych, teorya formalna godzi, zdaniem 
naszem, poglądy sprzeczne, bo wprowadzając, liczby urojone i dzia- 
łania nad niemi za pomocą, ścisłych określeń, uzasadnia tein samem 
stosowaitie ieli w nauce, pozostawiają!.' swobodę, interprekteyi tvrh 
form liczbowych w poszczególnych dziedzinach badania. 
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Niechaj będzie liczba dwuwymiarowa ae i Ą-jie. i . w Której 'ii [i są 
jakiemikolwick liczbami całko witami lub ułamkowemi, dodatniemi 
lnb ajemuemi. e, i e.^ mają, być dwiema jednostkami /asaduicuoiui. 
o których /akiadaiay, że nic aioua ezyaić zadość żadnemu równaniu 

me, +n« t = 0, 
w którem T/i i k są lie/bami cajkowitemi lub ulamkownai, dodatnie- 
mi lub ujemnerai, różnemi od zera. 

Równość dwóch takicli IłckL «e, +]S'e, i i'e, +fi'e ;i określimy w ten 
sposób: Jest 

wtedy i tylko wtedy, jeżeli 

a - «', /i - /*'. 
Z określenia togo wynika, że liczba zespolona '/Bj -; /je., jest zerem 
wtedy tylko, jeżeli każdy ze współczynników a i [i jest zerem. 

Dodawanie dwóeli liczb «e, + fie., i «'e, + i'>'<<-> określamy za po- 
mocą wzoru 

Na podstawie !.<■;» o w/ora ]ativo uskutecznić dodawanie ir/ecb i wię- 
cej liczb zespolonych, a także wykiwać, że dodawanie to jest dzia- 
łaniem hic/ańu i przemieniłem i że odejmowanie takich liczb wy- 
konywa się na podstawie wzoru 

(«l +f>*J-W<l+fa) = («-«')«!+(/(-/*>,. 

Widzimy stąd, że suma i różnica dwóch liczb dwuwymiarowych 
są tej samej postaci, co liczby dane. 

Przechodzimy teraz tlo mnożenia, o którem załóżmy, że jest 

dzia.fiiiii(.'!n łącznem i przemieniłem oraz związaneni z dodawaniem 
prawem rozdzielności. Na !ej zasadzie iloczyn dwóeli lic/b «c, +/f« 3 , 

(af,+0%)(a'«,+^) - no'-,.! + C^+a^K*. +#Vi- 
Jeżeli nie uczynimy żadnych nowych założeń eo do iloczynów e,e,, 
*i*j = e i «i, *a c a» to iloczynu dwóch liczb zespolonych nie będzie 
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można sprowadzić ilo postaci prostszej, ani dać mu postaci, jakio 
mają czynniki. Aby wigc iloczynowi można było nadać znaczenie 
w dziedzinie naszej, musimy ustalić znaczenie iloczynów jednostek. 

Dla przeprowadzenia badania tego w całej ogólności, pójdziemy 
drogą, wskazaną przez Weierstrassa 9 . 

Niechaj a oznacza pewną lie/lją zespoloną, f/ i k dwie inno liczby 
zespolone dowolne, naleza.ee do tej samej dziedziny i takie, że nic 
można jednej z nieli otrzymać z pomnożenia- drugiej przez czynnik 
rzeczywisty o. Powiadam, że liczbie fi można będzie nadać postać 

« = §sr + £% 

gdzie £ i £' są liczbami rzeczywistymi. 
W samej rzeczy, niechaj będzie 

a = a« 1 +aV s , g = ^ Ą y'e.,, h =^- óe s + d'e 2 . 

Będzie tedy 

«,+«'*, = fify*, -i- y'*0 + f (3«! +*Vi 

skąd na zasadzie określenia równości: 

a = i? + e "5 

Z tych dwóch równań stopnia pierwszego miedzy liczbami rzeczy- 
wistemu oznaczymy sznkane liczby £ i f, byleby różnica 

".v-/<5, 

ln"ia rćżmi od zera. 'Warunek ton. równoważny waruakowi, aby sto- 
sunek y/Ą nie był równy stosunkowi yih', spełnia sic na zasadzie 
nu/ynioucjro zastrzeżenia, że liczba .7 uie może równać sic liczbie /i, 
pomnożonej prze/, jakikolwiek czynnik rzeczywisty o. 

Mając zatem do pomnożenia dwie liczby zespolone fi i i, możemy 
przedstawić je pod postacią 

« = !.</ + |'A, /' = i/ff + »)'A, 

a następnie wykonać mnożenie według podanego wyżej prawidła. 
Będzie więc 
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1. «* = £/. gg + (|'ij + £)>* + f V ■ *A. 

Zagadnienie nasze s|U'ow;u.1/:l ^ig do znale/iunia znaczenia iloczynów 

w założeniu, że liczba .</ nie jest równa o h. 

Dla oznaczenia iycli iloczynów przyjmijmy równania następujące: 

gg = Ig + \'k 

2. hg = gh = fig + /.i'h 

hh = j..<7 + )•'£. 
Pomiędzy współczynnikami 

zachodzą pewne związki, wynikające z przyjgićj przez na- własności 
iiiiiożeiiiii 

j^A =• ghg, hgh =-- hhg. 
WMawiając w te równania wartości iloczynów gg,gh,hg i /</i, wzięte 
■/. równań poprzednich, otrzymamy następujące równania warun- 
kowo 

l' V = flfl 

3. fot + IV - ftk' - ,(('- = 0, 

fi- -f" fi'v — vi — v'/t — 0. 
Zauważmy, że nie może hyó 

Aft' — fil' = vfi — [iv =-■ vX' — lv = 0., 

gdyż stąd wynikłoby 



7^2.'(kg+h),9h^ti'(kg+h), 



o się sprzeciwia naszemu założeniu o liczbach g i h. 
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Jeżeli istnieją wartości A, A', /t, /<', v, /, czyniące zadość równa-- 
niom 3. to można oznaczyć liczbę ■e 1 , aby czyniła zadość warunkowi 

t. j. aby była modułem mnożenia. W samej rzeczy, aby iloczyn ab 
był równy «, to jest aby h hyto_\vlaśnie tym modułem e i . musi być', 
według 1. 

fw? + (^ + *V) ? A + £V ■ hh = & + f*> 

Kładą, c iio sironir pierwszej wartości iloczynów;/'/, r//t i M, wzięte 
z równali 2., a następnie stusnjue warunek równości, dochod^imy 
do równań 

M + fo£ + vT)ft + fV" = i 
tyi' + (tj£ + fi'i)fi'+ f'ąV= f 

które winny siy sprawdzać dla każdej liczby a, to jest niezależnie 
od wartości liczb £ i £'. Kładąc przeto raz £=1, f='0, drugi raz 
£=0 i f =1, otrzymujemy z powyższego 

7jlĄ-tj'lx= 1, i;y.^-.i;V = 

tjX'+1]'/l'= O, t]ft'+7jV=l. 

Wartości, które otrzymujemy z dwócb pierwszych równań zgadzają 
się z wartościami, jakie otrzymujemy z dwóch drugich, a to na mo- 
cy równań 3. 

Liczba więc e,, majnea własność modułu, istnieje: jeżeli przyj- 
miemy za liczbę g ten właśnie moduf, to iloczyny gg, gh, hh przej- 
dą, w następujące 

*!«! = ł„ B t A = A, Sfi = r*,+r'A; 
będzie zatem 

i zagadnienie nasze sprowadza się do oznaczenia współczynników 
v i v. 

Ponieważ liczba h jest dowolną, określmy ją za pomocą nastę- 
pującego założenia: 

Uczyńmy 
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to otrzymamy 

M, = (t + ')■» 

ii jeżeli wartość bezwzględna liczby iv oczywistej -;- + >' oznaczymy 
przez #*[■# i & 2 maja, być liczbami rzeczywiste mi]: 
A x ^ =#% lub hj ft, = - #»«!, 

stosownie do tego. czy — -1- v jest dodatnie lub ujemne. 

Jeżeli przyjmiemy, że druga jednostka zasadnicza e i = — fij , 
otrzymamy z równań poprzedzających 

e a c a = «i lalj e 8 «i(=— ei- 
należy zatem rozstrzygnąć, które z tych dwóch założeń stosować 
można w teoryi naszej. 

Gdybyśmy przyjęli pierwsze z założeń, to wtedy iloczyn dwóch 
liczb 

różny di ud zera, równałby iie 

a zatem byłby zerem, mimo że żaden z czynników zerem nie jest. 
Założenie to należy przeto odrzucić i pozostaje jedynie drugie za- 
łożenie 

A zatem: 

Jeżeli dla liczb zespolonych, utworzonych z dwóch jednostek za- 
sadniczych e t i e Sl pragniemy zachować wszystkie własności mno- 
żenia liczb rzeczywistych, to dla iloczynu jednostek należy przyjąć 
założenia: 



rrzyjmując e i — 1, t. j. zwykłej jednostce rzeczywistej, i ozna- 
czając '■.., przez /, otrzymujemy liczby zespolone postaci aĄ-ffi, dla 
których jednostka urojona i określa się. równaniem 
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Takie liczby aĄ f,i nazywaj * się liczbami zespolonemi lub urojone- 
mi zwyczaju cmi, liczba a nany wa sie e/ę.śda rzeezywis! ą, /ii — częścią 
czysto urojona.. Liczby zespolone o + (li obejmują w sobie liczby 
rzeczywiste, które otrzymujemy, zakładając (8 = 0. 

Działania nad liczbami zcspolonemi «+/?* odbywają, się. według 
prawideł, wyżej wskazanych, a. mianowicie : 

(« + « + (o'+ /!'••; = (o + <o + y + ty 

(„ + f,!) - („'+ M - (o - «') + (/)- /!>' 
Iloczyn liczb, na podstawie określenia podanego wyżej, przyjmuje 

posiać 

[a + fli> V+tH) = aa- W + (o/f + fla) i, 

skąd bezpośrednio wnosimy, że iloczyn dwóch liczb urojony u li 
post.aci (i -f- f}i jesi liczbą tej samej postaci. Toż samo stosuje -ii; 
do iloi-zynu trzech i więcej czynników. 
Z określenia wynika 

(3= — 1, P= — i, i* = 1, t 5 = l . . . 
i w oyóle 

gdzie m jest liczbą całkowitą, dowolną, u zaś przyjmuje- wartości 
0, 1, 2, 3. 

Iloraz dwóch liczb zespolonych a+/K i a'Ą-fi'i, z których druga 
nic jest zerem, możemy łatwo znaleźć. Oznaczmy ten iloraz, przez 
£ + łji; ua podstawie określenia dzielenia będzie 

(f+irt (oM-W =-« + /*■ 

skąd 

W + ija' = /). 
Jeżeli więc a' i /?' nie s% zerami, otrzymujemy z tych równań 
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Ponieważ każde z działań eleatcutamych mul liczbami zespolonemi 
postaci «-[--/>' ''doprowadza do lic/b tejże postaci, a wiec i wszelkie 
kombinaeyc skończonej li«by takiclnl/ialań doprov,;nl/;iją również 
do liczb postaci aĄ-ftt. 

Dwie liczby aĄ-(łiia— fii różniące się znakiem współczynnika 
przy jednostce urojonej, nazywają się wzajemnie sprzężonam.!. Suma 
dwóch liczb sprzężonych a + fó i a — /J* równa sig liczbie rzeczywi- 
stej 2«, różnica jest liczbą czysto urojoną 2p7, iloczyn równa .się 
liczbie rzeczywistej <x a +j9 2 . 

W mysi poglądów Kroiieckera, możemy liczby zespolone, 
w których jednostką urojoną jest K—l, przedstawić pod postacią 
a-\-Lr, gdzie x josl "nieoznaczuną.,, równości zaś, w których wystę- 
pują takie liczby zespolono, zastąpić kongnicncyanti według modułu 
s 3 -(-l=0. Tak np. równość dwóch liczb a + ba j a' -f- S'j' wyraża 
sig za pomocą kongruencyi 

a + bx = a' -\-b'a> (mod* 2 +l) 
Ponieważ obie struny tej konynieneyi są. stopnia pierwszego wzglę- 
dem x, moduł zaś jest stopnia drugiego, kongrueneya zatem spro- 
wadza się ilo wyżej podanych warunków 
a — a\ b = V. 
Suma i iloczyn liczb a + bi i a'+b't wynikają z kongrueneyj: 
(i+ii) + (« , +J , i).(i+i)+ {b+b')x (mod*"+y 
(a + bx)(a' + b'x) « «a'+ K + «'*)* + MV (mod^ + i), 
z których, przy dołączeniu równania #'+1=0, otrzymujemy znane 
wzory na dodawanie i mnożenie liczb urojonych. 

Metoda ta ma służyć może nie tylko dla liczb zespolonych 
o+iK — 1, ale i ogólnie dla liczb postaci a-\-b\' — n, jeżeli zamiast 
modułu .V* -fi przyjąć moduł a a +«; może też służyć do badania 
wyrażeń, zależnych od liczb niewymiernych; tak np. równości, 
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w które wcbodzi 1 2, można zastąpić, kouicnieueyami według modułu 
m' 1 -— 2, z do tac zenie ni równania £ 2 — 2— 0. 

Zasada metody niniejszej jest zupełnie zgodtisj. z zasada podanej 
przez Cauchy'ego jeszcze w r. 1847 metody równoważności ahce- 
liriucKiiTch, mającej wyjaśnił-- tc.oryą liczb urojonycli. U Kronc- 
ckera zasada ta wypływa z ogólnej teorii ii rytm etycznej wielkości 
algebraicznych, którą znakomity uczony przedstawi! przed dziewię- 
ciu laty w sławnej rozprawie poświęconej Kummerowi i którą 
w szeregu dalszych pnie swych rozwija. Ważne i głębokie pomysły, 
ziwarte w tej pracy, jednoczące z sobą, rozległe dziedziny badań 
arytmetyczny cii i algebraicznych, pozwalają wzniośli się na ogólne sta- 
nowisko, z którego poszczególne teorye, jakie przedstawiliśmy w ar- 
tykułach poprzedzających, stanowią tylko pojedyncze fragmenty 10 . 

211. NORMY, WARTOŚCI BEZWZGLĘDNE i MNOGOŚĆ LICZB 
UROJONYCH. 

Normą liczby zespolonej aĄ-bi nazywamy wyrażenie o a +* 2 , co 
wyrażamy w ten sposób: 

ff(a+H) = <*+»». 

Norma liczby «■ + Id równa sie iloczynowi liczby a + fi/ przez wza- 
jemnie z nią sprzężoną a — bi. 

b+ Ba, a — W, — a + Si, - a - bi, 

mają oczywiście normy równe. 

Ponieważ iloczyn liczb urojonych {aĄ-li) {a-\-b'i) równa się 
aa! - W + (ab' + a'b)i, 

norma przeto iloczynu będzie 

(aa-bt>y + (at/+a'by. 
To wyrażenie jest tożsamościowe- równe wyrażeniu 

(„»+«»)(«"+«") 

s, zatem norma iloczynu równa się iloczynowi norm czynników. 

Własność tę można łatwo udowodnić dla jakiejkolwiek skończo- 
nej liczby czynników. 
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Wartością bezwzględna- liczby urojonej nabywamy wartość doda- 
tnia, picrwinsika Uwadratowetro jej normy; wartość tę, nazywaną 
dawniej modułein\h-;/.by urojonej, oznaczamy wraz z "Weier st-ras- 
sumwten sposób 

| a + bi | = I^+6 a . 
Z określenia tego wynika, że liczby 

maja wartości bezwzględne równe; że wartości;; bezwględna liczby 
rz oczywistej +a [zgodnie z określeniem w art. 17.] jest a, warto- 
ścią bezwzględną liczby +M jest i. 

Do wartości bezwzględnych liczb urojonych stosuje się następu- 
jące twierdzenia : 

I. "Wartość bezwzględna sumy dwóch liczb urojonych nie jest 
mniejszą od różnicy a nie większą od sumy wartości be/.wzghjihiyrh 
składników. 

II. Wartość bezwzględna iloczynu liczb urojonych równa się ilo- 
czynowi wartości bezwględnych czynników. 

III. Wartość bezwzględna ilorazu dwóch liczb zespolonych równa, 
się ilorazowi wartości bezwględnych dzielnej i dzielnika. 

Dowód tych twierdzeń jak i dalsze rozwiniecie opartej na nich 
teoryi znaleźć można w podręcznikach Algebry i Rachunku wyż- 
szego 11 . Powiemy tu tylko, że przy dowodzie tych twierdzeń ele- 
mentarnych należy pamiętać o tein, iż stosowanie ich w przy- 
padku niewy mierności liczb wymaga naturalnie uprzedniego ustano- 
wienia działań nad liczbami niowymiernemi. 

Jeżeli ograniczymy się na dziedzinie liczb zespolonych wymier- 
nych, to jest takich liczb aĄ-bi, dla których a i b są liczbami wy- 
mierneini dodatnieini lub iijemnemi, ogól których nazywa Dede- 
kind "ciałami fiezbowemi wymiernemi drugiego stopnia,, lub "cia- 
łem kwadratowemi wymiernemi,,, l.o zamiast wari ości bezwzględnych, 
które są wymiernemi bib niewyniiernomi. posługujemy się normami, 
które są zawsze wymiernemi. 

Możemy z łatwością wykazać, że mnogość wszystkich liczb ze- 
spolonych wymiernych jest równoważna ■nmn.ości nieskończonej 
liczb całkowitych [porówn. str. 60. j 

W samej rzeczy, wyobraźmy sobie, że norma przyjmuje kolejno 
w.-zysikie wartości wymierne, uporządkowane w szereg odliczalny. 
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o którym mówimy w art. 14. Do każdej wartości normy arĄ-l 2 do 
bierzmy wartości wymienię liczb a i b [o ile się znajdują [. nip 
upuszczając żadnych. Liczba wartości dla każdej .skończonej war- 
tości normy będzie oczywiście skończoną; wypisując więc najprzód 
liczby a + bi. odpowiadające pierwszej wartości normy, następnie 
liczby, odpowiadające drugiej i t. ii. będziemy po kolei wypi-ywuli 
wszystkie i otrzymamy mnogość odliczaluą na szeregu 1, 2, 3... 

Do tego samego wyniku dochodzimy na podstawie uwagi, że mno- 
aoM:i złożonej / elementów <■■■ + bi, muM odpowiadać ry sum:) liczba 
kardynalna, jaka odpuwiada każdej / dwóch mnogości a i bi; każda 
zaś z nich jest równoważną mnogości \\v./h całkowitych dodatnich. 



'Sniadecki, Rachunku algebraicznee-M teorya przystosowana do 
tinij krzywych. Tom I. str. 63. 

3 Gauss, Deiuonstratio nova theoremati.- omnein tuuetbnem algebrai- 
cam ratioiialcm iut':gTam unius yarin.luii- in l'artores reales primi vel *c- 
cumli gradus resohd piisse. Porówu. E. Netto, prz.eklad niemiecki tej 
rozprawy 1890. [Ostwald's Kiassiker dsi- cxade» Wiwnsehaften N. 14. 
str. 6—7.] 

* Wroński, Introductlou etc. str. 167— 168- 

» Gauss. Werke II, str. 174. 

Arg and. Essai sur la maniero de rcpreseiiter lei qunntites imaginai- 
res dans les eonstructiona geomćr.riques. 1Si>>. Wydanie drugie lloii- 
e la, 1874. 

5 Caucliy. Analysc algebriipie, 1821. str. 17:1 i dalsze, Esercices d'a- 
nalyse et de phy.sioue niatlieinatieue, IV. 1847., str. 87. 

c Według poglądu Diihringa [Nene (irundiniltel und Erfinduiigeu, 
str. 26 — 54]. liczby urojone są tylko dalszćm skomplikowaniem nie- 
i ileż li we: ci. j ;i ka pr/eu^awiają już lie^ljy ujemne; Imzba czyste urojona 
nie wyraża, zilaniein ji-yci, nic wdrc-j nad ie. ż-e pierwiastek kwadratowy 
z Irnzby ujemnej jesl niemożliwością. T" połączenie znaku pierwiastka 
kwadralowciio ze znakiem — jest niejako im wyro znakiem 1' -T, który 
D uh ring pisze wprost V- lub T. Znak ten, postawiony przed wielko- 
ściami, wyraża odejmowanie, o którego wykonalność wiedy dopiero py- 
tać mężna, i^ly przez podniesienie de kwadratu przywracamy warunki 
możliwości. Oaly rachunek nad liczbniai urojonemi jest tylko przepro- 
wadzeniem biegu myśli przez niemożliwość. 

Niemożliwość, oznaczona za pomocą /', wynika już wprost Z równania 
t-\-y* = a, z którego utrzymujemy y — 1 a—s. .leżeli ; ina wartość więk- 
szą od a, to liczby. zadośćezveiącej róunnnin. niema, a zatonie — ' a— z 
wyrazu niemożliwość, którą piszemy pod postacią »/ = T — 1 ii— u lub 
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V— Vz—a lub wreszcie -T|>— o), gdziei — a jest wielkością bezwzglę- 
dna. Nazywając tę wielkość przez v, mieć będziemy sĄ-(r)'vi = a, albo 
x—v t =a, a kładąc znów tu y za t, otrzymujemy równanie s— y-=a w miej- 
sce poprzedzając iw o równania ~-\~y i =a. 

Stąd, tak samo jak przy liczbach ujemnych, wynika, że należy używać 
ilmif.li równań, jeżeli chcemy obejść się boz używania znaków liczb uro- 
jonych. 

Oba równaniu s-|-y=n, e— y s =» przechodzą jedna w druirio, jeżeli 
uczynimyy urojonein; którekolwiek z. jiii-li można uważać za główne, 
egedne, drugie zaś jako in-z.v) milek szczególny., Tężeli wiec mamy równanie 
2-)-H. ,5 = a, to w niein hj może oznaczać albr> wielkości bezwzględno albo 
wielkości, opair/.on ; znaidien niemożliwości /', a właściwie dwoma 
takierni znakami r i —P, w pierwszym razie równanie to przed stawi ii 
zĄ-y?=a, w drugim ;—;,-—-«, gdzie j/ jest już wiel kiścią bezwzględną. 

Też same uwagi poczynić można o równaniu .'• -\-y° =r ! , któremu od- 
powiada przytóm interesująca intcr[nxd:aeya geometryczna, a miano wicie 
przeclioilzot; i o kola na hiperbolę i odwrotnie. 

Liczba zespolona, złożona z dwóch części rzeczywistej i urojonej, jest. 
j.;k sio wyraża I) ii li r i u g, pojęciem jasnem jak klinice [ein sonuenklarer 
Be^Tiii':'; jest ona złożona •/■ dwóch części, które należy uważau za róż::e 
jłod wzuledcm związków, w jakie wchodzi w rachunku nad wielko;,. ■i:j.mi: 
znak V—l, znajdujący się przed częścią czysto urojoną, przypomina wy- 
konanie tego, eo powiedziano wyżej o znaczeniu tego znaku. Liczba 
a-\-b V—i wyraża się "eo metrycznie za pomocą sumy dwóch odcinków 
a i h na osi oiloiętrj, w której io ^mnie wszakże odcinek l nie traci swe- 
go znaczenia, wskazanego znakie.u I ■— 1, ukazującym związek raehunlko- 
wy z inuemi wielkościami. Geometryczne przedstawienie Ganasn 
D ii h r i n g odrzuca. 

Teoryą, zbliżoną do teeryi Dnhringa ogloiił nieila.wno S.Vecchi: 
L'essenza reale delie uuantita ora liet.tc inimagiuarie c. c, 1890. 

' WedługLipschitza [Lehrbuch der Aualysis I, 1883. ati. 75, 76], 
do liczb urojonych prowadzi uwaga, że suma dwóch kwadratowo- 5 -f- b" 
me może być |,rzi.Hl-t:i-wii.ti.i. jako iloczyn dwócb czy uników rzeczy wi -ty cb 
stopnia pierwszego względem o i b; aby rozkład len umożliwić, wymy- 
ślono symbol i odpowiedni rachunek, przez który rozkład laki staje się /;>,■■- 
uial/i!'- możliwym. 

Wyrażenie a 2 — ó' J s 2 równa sie iloczynowi dwóch czynników (a — Ł=) 
i (a+62). Jeżeli wice przyjmiemy, że = oznacza syniln;!. przy którym pra- 
widła mnożenia wyrażeń ilwuinieunycli nie ulegają zmianie, to kładąc 
W wy niku inno żenią s a równe — 1, otrzytna.-ny oczywiście rozkład li::£iiy 
a 3 -b-6' na dwa czynniki a—bi i a-\-bz. Symbol 2 równy V—\, ozuaczanj- 
zwykle przez i, daje rozkład formalny: 

Wogóle zagadnienie o przekształceniu wyrażeń algebraicznych stano- 
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ivi według Lip * chi t z a, źródło, z którego wypływa te or ja liczi) urojo- 
nych i nadnrojouych. Potrzeba utrzymania ogólności twierdzeń, odnoszą- 
cych sie do tych przekształceń, prowadzi do symbolów, umożliwiający eh 
te ogólność. Myśl te rozwinął szczegółowiej Lipschitz w badaniach 
swyuii nad sumami kwadratów [Untersuchungen ueber die Summen von 
Qnadraten, 1886.] w których podaje teoryą liezb urojonych zwyczajnych, 
kwatemionów i liczb urojonych wielowymiarowych. 

Sir E. W. Hamilton, [porów. str. 121] wychodzi z uważania par 
czyli dwójek [couplesj (a, 6), w których a i i, są liczbami rzecz.ywistemi. 
Dlii przypadku i=0, uważamy (o, 0) za liczbg rzeczywista o. Dwie dwój- 
ki (o, b) i (c, d) uważamy za równe, jeżeli 



iśt ad wyniku, że dwójka («, >>) jest równa (0, 0) = tylko wtedy, jeżeli 
a = 0,6 = 0. 
Dodawanie określamy za pomoce wzoru 

(o, 6) + (*, *) = (• + «, 6 + <0, 

iloezyn za pomocą wzoru 

(o. 6) . (cl, d) = (ob — W, orf -)- 6c). 

Kładą:' w ostatnim wzorze a = c = 0, &=d=l, otrzymujemy 
(0,1).(0,1) = (— 1,0) = — 1. 

Oznaczając dwójkę (0, 1) przez ', mamy 

i»=— — 1. 
Ponieważ według powyższych określeń: 

(a, 6) = (o,0) + (6,0) (0,1), 

możemy przeto dwójkę (a, b) przedstawił; pod postacią aĄ-bi. 

Podana przez Lercha we wspomnianej wyżój rozprawie [1886] teo- 
ryą liczb urojonych niczóm ń:; nic różni oil traryi Ii a. mil ton a. 

8 Porówn. M o 1 k, Sur une notiun niii comprend celle de la divisibilite 
et sur la theorie gónórale de 1'ólimiuation [ Ann matlcmatka, VI, str. 7, 8] 

* Porówn. Pin cherle 1. c. str. 206 — 210. Bierm ann I. e. str. 
44—47., a także Kossak, Die Elemente der Arithmetik, 1872 str. 
25-26. 

"> Kronecker, Gnindziige niunr Lirithwetischen Theorie der algę - 

l.il'.iisi;lu:-]l (iriiiisiill [.l-i.^-na- far di: retu-: and nniiaiuaiultii ~.\fa,'ł<eMutilr., XCII, 

1882.]; Molk i t. d, jak wyżej. 

11 Np. w Zasadach Algebry wyższej Zajączkowskiego, 1884 
lub w Zasadach Rachunku różniczkowego i całkowego Folkierskie- 
g o, 1870. 
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ROZDZIAŁ VI. 

LICZBY ZESPOLONE WYŻSZE. 



Ł.1. ROZWÓJ POJĘĆ O LICZBACH SAD UROJONYCH. 

Liczby zespolone wyższe, inaczej nadurojone lub wielowymiaro- 
we stanowią, jeden z najnowszych nabytków w dziedzinie lindan 
matematycznych. Doprowadziła do nich naturalna droga, uogól- 
nień, która ujawniła się przedewszystkićm w usiłowaniach, skie- 
rowanych ku znalezieniu narzędzia do badania fortu geometrycz- 
nych w przestrzeni, analogicznego do narzędzia, jakie dla goo- 
nietryi na płaszczyźnie stanowią liczby urojone zwyczajne. Ha- 
milton, Grassm ann i Schcfflcr niezależnie od siebie pyta- 
nie to podjęli i w sposób odmienny rozwiązali. Badania Hamil- 
tona, rozpoczęte jeszcze w r. 1833, doprowadziły go do utwo- 
rzenia skupień, złożonych z n liczb rzeczywistych, tak nazwanych 
"sets„, które sa. uogólnieniem par czyli dwójek, na których uparł 
teoryij, liczb urojonych zwyczajnych [porówn. str. 136 |. Później 
wszakże, majae głównie na celu zastosowania rachunku du badania 
liasn- i melin w przestrzeni, zatrzymał się na liczbach cztero jednostko- 
wy eh i stworzy! rachunek tak zwanych !-v;>itsn-niim<hn, który rozwi- 
ną! znakomicie w szczegółach i ważnemi opatrzył zastosowaniami '. 

Grassmann rozpoczął również od rozważań natury geome- 
trycznej i uogólniając pojęcia działań i konst.mkeyj, nadał bardziej 
abstrakcyjny charakter poszukiwaniom swoim, których owocem by- 
ło utworzenie nowej nauki, stanowiąc. ej organiczna, i pięknie zbu- 
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liowana całość. Naukę te nazwać można ogólną teoryą ro^maiiu-ni 
albo geometry;! wielowymiarową, wysnutą z założeń t;;>J(j ;: <i 1 :ti..- j - 
-ijfb. ani- ij-'i.iiir ;"h.j |-i?t'il;ii urn, di.«r.ili*< f>-'".i » -!>•• «■;■ ■!»'«* ■ 
t.rya. zwykłą. Ta ostatnia w stosunku do nauki Grassmann o w- 
skiej stanowi przypadek specjalny, albo, jak chce sam Grass- 
m a nn, zastosowaniu jego nauki ogólnej do naszej przestrzeni [po- 
rów, art. 4.]. To, co mówimy o nauce Grassinannowskiej, sto- 
suje się przedewszystkiem do tej postaci, jaką nadal jej w pierw - 
szem dziele ■/. roku 1844. ("wydanie drugie z r. 1878 |. W dziele 
drugiem k r. 1862 te same pomysły przybrały inną szatę, a mia- 
nowicie występują jako system nauki o liczbach [wielkościach j 
u -wy miaro wy el i, która obejmuje w sobie teoryą działań i rachun- 
ku nad formami liczLowemi najogóluiejszenu. która Katem jest nie- 
jako Algebrą, powszechną— |universal Algebra, jak ja nabywa Syl- 
v e s t e r] ' 2 . 

Na innej znowu drodze usiłował rozwiązać Selie ffler zadanie 
o zastosowaniu form liczbowych do geometry r. Metodę jego nio/.na 
uważne za rozwinięcie pomysłu A rganda fart. 18.], według któ- 
rego V— 1 wyraża obrót w płaszczyźnie zy od dodatniej części osi 
.v do dodatniej części osi y. Jeżeli idzie o przedstawienie figur 
w przestrzeni, trzeba wprowadzić nowy znak V-ł-l na oznaczenie 
obrotu w płaszczyźnie yz od dodatniej części osi y do doda', niej 
części osi ;. Tym sposobem punkt w przestrzeni, którego wspólrzę- 
dncini w układzie prostokątnym aą, te, y,z, a właściwie promień wo- 
dzący tego punki u wyraża się u S cli ef f lera w sposób następujący: 

r^.vĄ.y\'~--\Ą-z[ , ~l]'-- 1 \ 

Wspomniane w art. 18. pytanie Gaussa o stosowalności prawideł 
działań arylmeiyeziiyck do liczb więcej niż dw umiarowych pobudziło 
matematyków do zastanowienia sie nad naturą tych liczb i działań 
nad niemi. Pierwszy, o ile wiemy, na pytanie to odpowiedział H a n- 
kelwr. 18ft7, w wielokrotnie cytowanej pracy, wykazując, że 
układ liczb zespolonych wyższych [to jest więcej niż o dwu jedno- 
stkach zasadniczych], w którym iloczyny jednostek są funkeyami 
Iiniowemi tych jednostek, podlegający wszystkim prawom działań 
Arytmetyki zwykłćj, a wiec i warunkowi, aby iloczyn dwóch czyn- 
ników stawał się zerem tylko wtedy, gdy przynajmniej jeden z czyn- 
ników jest zerem — taki układ nie istnieje 4 . Czyli mówiąc inaczej, 
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tylko układy liczi) jedno i dwuwymiarowych czynić mogą /(ul ość 
wszysikim powyższym własnościom, przy większej zaś liczbie jedno- 
stek /useidnic/ych iloczyn może być zerem, gdy czynniki są od zera 
różne. 

Ten sam przedmiot podj%l Weierstrass jeszcze przed Han- 
kelem w wykładach uniwersyteckich w roku 1861/2, ale spostrze- 
żenia swoje ogłosił dopiero w r. 1884 5 . Bada on, w jaki sposób mo- 
żna określić działania w dziedzinie He/b o u jednostkach e v e 2 ...e, : , 
aby, jeżeli a,h,e. są dowolnemi liczbami tej dziedziny, liczby 

aĄ-b, a—b, ab, ~ , 

należały także do niej i aby działania arytmetyczne czyniły zadość 
warunkom: 

a+b^l+a, ( a Ą-b)+o = (a+e)~\-b, (a-b) + b=a 
ab = h a , (ab)c = a(bć), a(b + o) = ab + ac, ~b^a. 

"Wynik tyeli badań jest następujący : Wprowadzenie liczb zespolo- 
Ionych wyższych do Arytmetyki nie jest nieuzasadnionem, lecz jest 
zbytecznem, bo Aryt.mutyka tych liczb nie może prowadzić do ża- 
dnego wynika, którego by nie można otrzymać za pomocą teoryi 
działań, w układzie lie/b jedno i dwuwymiarowy cli. 

De de ki ml w rozprawie, ogłoszonej w r. lS3o'', badając ten sam 
przedmiot, dochodzi do podobnego wy niku, wychodząc wszakże z od- 
miennego poglądu na istotę liczb zespolonych. Pogląd ton streścić 
można iv ten sposób: 

Niechaj będzie układ n 2 liczb c r ( *>, \r, s = 1, 2 . . . n\, takich, że 
ich wyznacznik jest różny od zera. |0 wyznacznikach mówimy 
w art. 26. "|. Układ n jednostek 



ma być wielo wartościowy w tern 
którykolwiek z n układów 

ef\ b,W, .. . A W; (-l ( |,..n. 

Należy to rozumieć tak, że każde równanie, zawierające, obok liczb 
rzeczywistych i urojonych zwykłych, liczby e„ e s . . . e„, wtedy 
tylko może być uważane za prawdziwe, jeżeli utrzymuje się, gdy 
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w miejsce *,, e., . . . e„ podstawimy odpowiednie liczby każdego 
z powyższych n układów, Otóż, wećlhig poglądu Dedekinda, 
układ liczh 

ltl i 1 + a. J e. i + . . . «„*„ 
winien być uważany aa przedstawiciela « układów liczb zwyczaj- 
nych, rzeczywistych i urojonych. 

Kronecker w najnowszej swćj pracy, poświeconej liczbom ze- 
spolonym ', wykazuje, że teorya dz.iulań nad niemi sprowadza sic 
sie, do oznaczenia w sposób najogólniejszy J-n{v+l) funkcyj cał- 
kowitych iV, iV", iV". . . postaci 

»» ł -^ , ł-«ift , ł-...- «,*"», [J^fc.ł.ł-l.S. . . n\ 
zależnych od v zmiennych nieoznaczonych y l5 y a , ...#„, aby czy- 
niły zadość kongruencyi 

J'\yi,yv-y,-)=c.> + Ci»i+Ąfc+«+ c Ł»» (modd.JV,^",jV"...) 

w której strona pierwsza wyraża jakakolwiek funkcyą całkowita 
zmiennych jj, y. 2 ■ ■ ■ y y , na stronie zaś drugiej C , 6\ . . . 6',, są 
współczynnikami oznaczouemi, od zmiennych niezalcżnemi. Według 
tego poglądu zatem teorya liczb zespolony cli wyższych sprowadź;' 
się do badania arytmetycznego funkcyj całkowitych. 

Wyniki, do jakich dochodzą, ostatni trzej badacze, zdają się do- 
wodzić zbyteezności nowego narzędzia, jakiem są : liczby zespolone 
wyższe. Ale wniosek taki byłby, zdaniem naszem, zbyt pospieszny. 
Możność sprowadzenia działań nad liezbami zespolonemi wyższemi 
do działań nad liczbami rzeczy wis- inni i zespolone mi zwyczajneminie 
może przesądzać kwesty i użył ecznośei pierwszych, podobnie jak mo- 
żność sprowadzenia rachunku ua liczbach urojonych do działa;! mid 
liczbami rzeczy wist.emi nie przeczy zupełnie użyteczności i ważności 
liczh urojonych. Owszem, dopiero wprowadzenie tego ostatniego al- 
gorytmu pozwoliło rat uogólnienie zasadniczych twierdzeń Algebry, 
nadało nową posiać całej Teoryi funkcyj, wzbogaciło Teorya. liczb,— 
jedneni słowem, otwarło nowe i rozległe widoki badań. Liczby zespo- 
lone wtższo, jako nowsze, nie zdołały dotąd rozpowszechnić sio 
w badaniach; sadzimy wszakże, że rachunek kwnterniouó w, klórema 
i sam Dedekind nie odmawia znaczenia s , a jeszcze bardziej ra- 
chunek Grassmanna stanowią potężne i bogate w zastosowaniu. 
metody. Jeżeli dodamy jeszcze, że Lipschitz s zastosował nieda- 
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wno te formy liczbowe do teoryi przekształceń fonu kwadratowych, 
żeSehur^Study^Scheffers^stosujązpowodzeuiem układy 
zespolone wyższe do jednej z najnowszych gałęzi nowoczesnej na- 
nauki, do tak zwanej Teoryi grup przekształceń L i e'j?o, zajmującej 
ważne stanowisko wśród metod Rachunku wyższego, to nie będzie- 
my wątpili o doniosłości nowego narzędzia, którego użyteczności 
zresztą nie wypróbowano dotlić! w różnych dziedzinach. Sam Grass- 
mann wskazał ścisły związek jogo nauki z teoryą niezmienników 1 ' 1 , 
a sądzimy, że zastosowanie wyłożonych w drugiej części jego dzielą 
-/. x. 1862 zasad nauki o funkeyach liczb wielowymiarowych, najmniej 
może dotąd znanej, przyczyniłoby się hezwątpienia do wzbogace- 
nia Teoryi funkcyj. Pole to otwarte i wdzięczne do uprany dl.i 
tych, którzy zgłębia, świetne i głębokie pomysły Grass manna. 

W Arytmetyce wyższej liczby zespolone stały się narzędziem wa- 
żnem i użytecznem; w tej wszakże dziedzinie liczby wielowymiaro- 
we mają charakter odmienny od liczb zespolonych o n jednostkach 
e„ e. i . . . e„ niezależnych, to jest ni oz wiązanych z sobą równaniem 
liniowem; są one postaci 

a=ar l + a i r,+ ... fd,.,'. 
gdzie r L , r^ , . . r„ są pierwiastkami równania stopnia n-go : 

Jeżeli r jest pierwiastkiem pierwotnym tego równania, to pozostałe 
pierwiastki są jego potęgami eałkowit.eiui i liczba a może być przed- 
stawiona pod postacią 

n-fl u + a 1 i'+ ... +a«_,f— >. 

Dirichlet, Ku mm er, Eisenstein, Dedekind i inni r oz- 
winęli teoryą tego gatunku liczb całkowitych 14 . 

Inne zastosowanie liczb zespolonych tej postaci wskazał D ii h- 
ring. Według poglądu, który rozwinął w kilkakrotnie cytowanej 
już pracy, liczby r, r 2 . . . *■"-' odgrywają rolę znaków, podobną 
do tej, jaką mają znaki + i — i jaką według jego teoryi odgrywa 
znak V — f. Równanie, w którem występują lic/by, opatrzone po- 
dobnemi znakami, wyraża związek pomiędzy formami o różnej li<v- 
liio wartości, ro/pada się na pewną liczbę innych rówiuni pomiędzy 
liczbami dodatnicmi. Zasada ta stanowi podstawę metody rachuu- 
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kowej, którą, Diihring nazwał "rachunkiem wartości 
[Werthigkeltsreckimnę] 16 . 

22. TEOHYA WElERSTilASSA. 



Liczba «- wy miarowa o jednostkach zasadniczych 
wyraża się pod postacie 



Liczby rzeczywiste «, a% . . . . 
by zespolonej a. 

Równość liczb zespolonych, 



„ można nazwać zcspótr>(ihie„i. 
mianowicie liczby a i liczby 



ma miejsce wtedy i tylko wtedy, jeżeli odpowiednie współrzędne .są 
równe, t. j. jeżeli 

Wynika stąd, że liczba zespolona a jest równa zeru wtedy i tylko 
wtedy, jeżeli każda ■/. jej współrzędnych jest zerem. 
Sumę dwóch liczb określamy /a pomocą wzoru 



skąd wynika, że dodawanie jest łącznom i pr 

dwóch liczb otrzymuje się według wzoru 



że różnie:; 



« - i = 2 (a,-/!,) ... 




iczyn dwóch liczb a = £ a, e, i b = £ fi* e„, 
i rozdzielności, będzie ' 


na podstawie pri 


ab = 22 a, P„ e t e x = 2: a, $ K e, 


e« 


*, * = i, 2, . . . r 





Jeżeli chcemy, aby iloczyn należni do dziedziny danej, to jest, aby 
był liczba postaci tej, jaką, mają czynniki, winniśmy przyjąć, że ilo- 
czyny jednostek e t i e x dają się wyrazie jako funkeye liniowe je- 
dnostek zasadniczych, a mianowicie, że 

t, i, * =- 1,2, .../,, 
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gdzie %,,,„ są liczbami rzeczywistemu otrzymamy tedy 

Załóżmy dalej, i o mnożenie liczb badanych jest łączne, to jest, że 
posiada własności 

{ ab)c = a(bc) 

"Wrtiiwui.ji!!'. w ost.iit.nic równanie w miejsce iloczynów e t e„, e. r _ e x ich 
wyrażenia powyższe, a następnie porównywają współczynniki po 
obu stronach otrzymanego związku, dochodzimy do warunku 

ird/ie o. i, y., )- przybierają wartości 1, 2, . . . n. Jeżeli zaioż; my 
prócz tego przemienność mnożenia jednostek, wyrażającą się wzo- 
rem 



znajdziemy równania warunkowe 

Iloraz Iwóck liczb zespolonych u i i ma czynić zadość równaniu 



Oznaczmy ten iloraz przez c i załóżmy, że jest postaci 

będzie zatem 

Wykony wuj ;; e mnożenie według otrzymanego wyżej wzoru, będzie 
my mieli 

£fc,rfł=2M, 

-tad dla o/naczenia szukanych współrzędnych •/,, mamy układ ró- 
wnali 

1 = 1,2... a 
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Równania te są liniowemi względem współrzędnych y ; z teoryi ró- 
wnań liniowych wiadomo [porówn. art. 26.J, że można niewiadomi; 
oznaczyć, jeżeli tylko wyznacznik układu, który oznaczmy przez 

A-|.£»j,..,„P„|, 

nie jest tożsamościowo równy zeru. 

Przy takiem założeniu można znaleźć układy wartości dla liczb 
Yi> 7i ■ ■ ■ Y"' P rz y Mórych dzielenie liczby a przez liczbę b daje 
iloraz oznaczony. Gdy zaś wyznacznik i jest zerem, wtedy (bielu- 
nie jest możliwe tylko wtedy, jeżeli pomiędzy a,, a^ . . . a„ zacho- 
dzi pewien związek określony; wówczas zaś iloraz nia nieskończenie 
wiele wartości. 

Warunek, by wyznacznik i nie był tożsamościowo zerem, speł- 
niać sic może w ogólności, mimo to wszakże istnieć mogą pewne 
szczególne wartości współrzędnych fi v /?,,, . . . , /J„, przy któ- 
rych wyznacznik jest zerem. Liczba b o takich współrzędnych 
$\.i 02 ■ ■ ■ &* ma ł, § właściwość, że można do niej dobrać inną liczbę 
zespoloną c, różną od zera, aby iloczyn liczb b i c był równy zeru. 
t. j. aby było 

bc = 
Liczbę l nazywa Weierstrass iteieloikimu zera. Dzielnik /era, 
pomnożony przez liczbę dowolną, jest także oczywiście dzielnikiem 
zera' 1 '. 

Istnienie dzielników zera, od zora różnych, stanowi, według 
Weierstrassa, istotną różnicę pomiędzy Arytmetyką liczb ze- 
spolonych wyższych a zwyczajną. Ta uwaga zgitd/a się z przyto- 
czonym w poprzednim artykule twierdzeniem Hankela, że 
w układzie liczb zespolonych wyższych, w których iloczyny jedno- 
stek są fu:ikey;imi liniowemi samych jednostek, iloczyn dwóch czyn- 
ników może być zerem, jakkolwiek żaden z czynników nie jest ze- 

Jeżeli założymy, że wyznacznik nie jest tożsamościowe zerem, to 
możemy wykazać, iż w układzie naszym istnieje liczba e (l . posiada- 
jąca własność, wyrażoną równaniem 



gdzie a jest liczbą dowolną. Ta liczba e jest modułem mnożeni 
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W samej rzeczy, jeżeli wyznacznik i nie jest. tożsamościowe ze- 
rem, w takim razie iloraz aja jest oznaczony. Na podstawie okre- 
ślenia .dzielenia będzie 



skąd wynika, że aja jest właśnie owym modułem e v . Zatwo też wi- 
dnieć, że tak określona liczba e„ równa się, także bib, gdzie i jest 
liczbą od a różną,. Kładąc bowiem b = ka, znajdziemy zawsze licz- 
bę k, jeżeli wyznacznik A nic jest zerem; będzie zatem : 

be„ = (ftajĄ, = k(ae u ) — ta = b, 
skąd 



Jak w teoryi liczb zespolonych zwyczajnych wprowadzaliśmy nowe 
jednostki g i h zamiast pierwotnych e t i e 2 [art. 19.], podobnież 
i tu można w miejsce v jednostek t,, e., . . . e„, v,'pj'u wadzie n liczb 
? ( i. ?i ■ - ■ y«-n nalcżąeyeli do tćj samej dziedziny, a to naslepnja- 
cym sposobem: 

Niechaj będzie liczba zespolona 

1. ff-{i«i+ft«i+... + £•,. 

Za pomocą mnożenia i przy zależenia wzorów, wyrażających iloczy- 
ny jednostek, możemy otrzymać kolejne poii^i liczby g, wyrażone 
w postaci : 

f = fi l2, «, + Ź-pe-j + • - - +£>/-''«« 



dzie fj 1 ' 1 , ^ ( ", . ..£„ (,ł napisaliśmy w miejsce | lf f a , 
Z tych « równali, jeżeli założymy, że wyznacznik 



Hosted by 



Google 



146 °a*tó>- MHM11M Tl. [22 

ni li jest tożsamością wo zerem, możemy wyrazić jednostki e v e r ..e n , 
jako funkcye liniowe liczb g, fp, . . . g". 

Ponieważ na podstawie równań 2. potęgi liczby g wyższe od g" 

dają się wyrazić jako funkcye liniowi; potęg niższych; g, g 2 . . . g n , 
możemy wiec napisać 

tf+i+t 1 g* + e t f- l + ... + £ „g = 0, 
gdzie e n r 2 ■ ■ • f " S! £ P ( ' wl!e liczby rzeczywisto. Dzieląc obie strony 
przez g i zważając, że 



gdzie e jest modułem mnożenia, otrzymujemy 
4- O" + fi 9-' + W'" 1 +...+£««£,« 0. 

Wprowadźmy w miejsce jednostek e,. ^, . . . , e„ nowe jednostki 
ffo,ft, ft. ■ - ■ -?«-i; 

Ponieważ jednostki e„ « 2 , . . . ,«, wyrażają sio jako funkcye linio- 
we liczb £, g'- 1 , . . ■ ,g", a więc na mocy równania 4. i określeń f>., 
bodziemy mogli jednostki e,, e,, . . . , e„ zastąpić luukcyami linio- 
weir.i jednostek g {l , g lt . . .,g„—i, a każda liczba a, do naszej dzie- 
dziny należąca, da się przedstawić pod postacią 

= 2(1,3,,, i-O, 1,2,... ,ii-l. 
Iloczyn dwóch takich lic/b 

*-£a,g, i * = £fa» 

bodzie 

(,« = 0, 1,2,.. .,'«— 1. 
Liczby i? i+ „ = £'+", gdy f + «>»— 1, sprowadzamy na podstawie 
powyższego do potęg niższych, tak że ostatecznie iloczyn ab przybie- 
rze postać 

Sy.s,; « = 0,1,2 «— 1. 

.Ubożenie lii, jakie przy ukki.l/ie jednostek ■?,,, c t , . . . ,g„— i wyko- 
nywamy, można, posługując się niektóremi twierdzeniami Algebry, 
scharakteryzować w sposób następujący: 
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W równaniu i. napiszmy | w miejsce g, gdzie £ ma oznaczać 
zmietmą jedno- lub dwuwymiarowa, 1 zaś w miejsce e„. otr/ymaim 
wtedy funkcyą 

/(I) = 4" +ą I"- 1 + * 3 |"- a + . . . + «.. 

Liczbę, o= £<Xs&< i funkcyą całkowitą. J£a s c s nazwijmy odpowia- 
dającymi sobie wzajemnie. Jeżeli mamy dwie liczby ^£ a,^ i 2f}# s , 
tu iioe/yn ich, równy ^ (atp*)3t+n, przy pomocy równań 2. spro- 
wadza się, jak wiemy, do postaci 2£ ;'..?..■. Jeżeli lichom a i i od- 
powiadają funkcye £ a s |*' i ^ fi s f s , to funkcyą, odpowiadającą 
iloczynowi ai, jest .£ (a, /?„)£'+"; ta funkeya zaś przyipomocy równa- 
nia /(|) = sprowadzić się daje do postaci £y s &- Widzimy za- 
tem, że, aby otrzymać funkeya,, odpowiadającą iloczynowi, należy 
pomnożyć przez siebie funkcye, odpowiadające czynnikom, iloczyn 
podzielić przez funkcyą /(£), a reszta, pochodząca z tego dzielenia, 
będzie funkcyą, odpowiadającą iloczynowi ab. 

Na tej podstawie uskutecznić można podział liczby zespolonej na 
składowe, z których każda zmienia się w dziedzinie jedno lub dwu- 
wymiarowej. W samej rzeczy, niechaj liczbie ^a s <// odpowiada 

funkeya <p(£) stopnia niewyższego od »— 1. Iloraz ~~ ; ^wedługte- 

orji rozkładu ułamków na ułamki Częściowe, jeżeli założymy, ze 
funkeya /(f )nie posiada pierwiastków wielokrotnych, daje się przed - 
stawić w ten sposób: 



7(fl /i(B + />(l> "•"'■"'' /,«) 

Tu każdy z liczników ip,,{£) jest albo stałą, albo funkcyą liniową, 
każdy zaś mianownik /,,(£) jest odpowiednio funkcyą pierwszego 
lub drugiego stopnia zmiennej J; jest przyton 

/«)-/,({)■/.«) ■ ■ •/.'«)• 

gdzie czynniki po stronie drugiej są wszystkie różne. Otrzymujemy 
zatem 

■ - 
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skąd wynika, że fankcya c) (£), odpowiadająca danej liczbie zespo- 
lonej, jest suma funkcjg 

t, których każda odpowiada lic/bom, zmieniającym się. iv dziedzinie 
jedno lub dwuwymiarowej. W samej rzeczy, można wszystkie liczby, 
należące do powyższej funkcy i, otrzymać, gdy czynnik /),(£) jest 

stopnia pierwszego, z liczby, odpowiadającej funkcyi---^-,gdy zaś jest 

stopnia drugiego— z dwóch liczb, odpowiadających funkcyom 

/(I) lĄft 
/,.(£) '/,.(£)" 

Każda więc liczba zespolona a może być przedstawiona jako suma 
r liczb zespolonych « x , a 2 , . . . a r , należących do dziedzin cząstko- 
wych, które nazwijmy G,, G i7 ...,G,-. Można dowieść: 1. że liczba 
a jest zerem wtedy i tylko wtedy, jeżeli każda ze składowych jesf 
zerem; 2. że liczba a jednym tylko sposobem może być rozłożoną 
n;i składowe w uważany cli dziedzinach: 3. że iloczyn dwóch liczb, 
należących do dwóch różnych dziedzin cząstkowych, jest zawsze ze- 
rem; 4. że iloczyn dwóch liczb, należących do jednej dziedziny 
cząstkowej, jest zerem tylko wtedy, jeżeli jeden z czynników jesl 
zerem. 

Niechaj skfadowemi modułu .<■/,, bgdą ,'/'. g", . . . ,g <n . Jeżeli a,, 
oznacza liczbę zespoloną, należącą do dziedziny /!„, to z równania 



% = u' 4- .?" 4- ■ 


.- +ff' n 


na zasadzie powyższego, będzie 




9q ",- = <: ' 


>a„ 


a ponieważ g v a,, = a„, przeto 





Jeżeli więc odpowiednia fr.iukcya /'„(;.) jesi stopnia pierwszego, to 
każda liczba, należąca do dziedziny O fl , może być przcdsi.awiona 
pod postacią 'i .'/■"', a iloczyn af/t' ) . jifi'"' będzie równy a fi . </■"'. 
Jeżeli zaś odpowiednia 1'unkcya /,,(£) jesi stopnia drugiego, to ka- 
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ida liczba dziedziny G p daje się otrzymać z dwóch liczb jW i IW, 

od siebie niezależnych. Niechaj będzie 

ftWAW = ]>*« + j/j« ; 

metodą podobną do tej, jaką stosowano w art. 19., można okazać, 

że każda liczba tój dziedziny 6',, daje się przedstawili pod postacią 

gdzie liczba *■'■"> określa się za pomocą równania 

fcWfcW = -<7'"\ 
przyczem iloczyn dwóch liczb wyraża się w ten sposób ; 
( fl jW + «W,o )(/?ff W + /(*■«<) = (a/J - «W» + (a*/! + afliM. 

Wynika stad, że badanie w dziedzinie « jednostek e lt €„,..., e„ 
sprowadza się. do badania r dziedzin, -i których każda jest jedno 
lub dwuwymiarową, Wszystkie działania w dziedzinie jednowymia- 
rowej wykonywają się wedlu;; prawideł rachunku z liczbami rze- 
czy wistemi, wszystkie działania w dziedzinie dwuwymiarowej — we- 
dług prawideł rachunku z liczbami urojonemi zwycza.jnenii. Liczba 
nowych jednostek, zastępujących dane, jest równa «, 

Jeżeli a i i są dwie liczby, należące do dziedziny n- wy mi aro w ej, 
i jeżeli a t , <i.„ . . . , a,; b v b. 2 , . . . , b, są ich odpowiednie składowe 
w dziedzinach cząstkowych 0\, (Ą. . . . , G r , wtedy, na zasadzie po- 
wyższego iloczyn dwóch liczb a i b będzie 

gdzie iloczyn liczb a lt b,„ należących do jednej dziedziny 6'„ wyko- 
nywa się według prawideł działań nad liczbami rzeczywistemi lub 
iirojouemi zwyczajnemi. Tonieważ iloczyny a fl b fl stanowią składo- 
we iloczynu ab w dziedzinach cząstkowych, zatem iloczyn ab mo- 
że być zerem tylko wtedy, jeżeli każda ze składowych a,, b, t jest ze- 
rem. Gdy więc b nie jest zerem, to iloczyn ab może być zerem wte- 
dy tylko, gdy a jest zerem. Jeżeli niektóre ze składowych liczby b 
są zerami, to, aby iloczyn ab był zerem, trzeba, aby w pozostałych 
składowych iloczynu ab odpowiednie składowe były zerami. "Wy 
nika stąd, że liczba b może być dzielnikiem zera tylko wtedy, gdy 
nie wszystkie jćj składowe są od zera różne. 
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Jeżeli przyjmiemy, że i nit' jest- dzielnikiem zera, to możemy na- 
pisu ć 



irrlyź: mnożąc oljii- str-.my przez i = ij + ij +...-(- i r , otrzymuj emy 
y*-J(»i+*j+-...-Mr)+ • ■ ■ +f< i i-Mi + - + M. 

■ = ^ + ^ + --- + £'" 

» = O l + « l +...4-«r. 

przyozem iloraz dwóch liczb »,j/6„, należący cli do dziedziny jedno- 
lub dwuwymiarowej, daje się otrzymać według prawideł dzieleniu 
liczb rzeczywistych i zespolony cli zwyczajny cli. 

Z tyeh rozważali wyprowadza W c i c r s t r a s s następujące twier- 
dzenie : 

"Jeżeli a, b, c, d . . . są liczbami dziedziny wielowymiarowej 
i jeżeli za pomocą rachunku, w którym zachodzą tylko działania 
ulumentaniu: dodawanie, odejmowanie, mnożenie- i dzielenie, mamy 
7, tych liczb otrzymać nową, to składową liczby szukanej dla. każdej 
dziedziny cząstkowej G'„ znajdujemy, wykonywająe przepisany 
rachunek ze skladoweini liczb danych w dziedzinie 6',,,., 

Określenie dziedzin cząstkowych G L , G 3 , . . . , G, opiera się na 
przyjęciu jednostki <j o współrzędny eh t u £ 2 . . . . , £,„ takich, by 
wyznacznik 3. nic był zerem i aby fuukcya /(£) nie miała pier- 
wiastków równych. Można przeto zapytać, czy określenie dziedzin 
cząstkowych zależy rzeczywiście od danej liczby g, albo innemi 
słowy, czy, przy wyborze innej liczby </, dziedziny cząstkowe zmie- 
niają fCiii lu h nie? 

Pytanie to postawił i rozwiązał li. A. Schwarz 1(l a wynik jego 
badania jest następujący: 

"Dziedziny cząstkowe G v G. Ł , . . . , G, nie zmieniają się, jeżeli 
zamiast liczby g=£ £,c,- przyjmiemy inną liczbę j'= £ i/e t , czy- 
niącą zadość tym samym, co pierwsza, warunkom,,. 

W końcu winniśmy jeszcze przypomnieć, że teoryaWeierstras- 
sa stosuje się do liczb zespolonych, w założeniu, że mnożenie ich 
czyni zadość prawom łączności, przemiunuośei i rozdzielności, oraz 
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że iloczyny jednostek są funkcjami liniowemi samych jednostek. 
Gdy którekolwiek z powyższych założeń miejsca nie ma, teorya 
działań prowadzi w Ogóle do wyników odmiennych, jak to ma miej- 
sce w metodach Grass manna i Hamiltona, które rozpatrzy- 
my w następnych artykułach. 

Podobnie jak w art. 20., możemy okazać z łatwością, że mnogość 
nieskończona liczb zespolonych wymiernych, należących do dziedzi- 
ny jednostek e n e. 2 , . . . ,e„, jestodliczalną na szeregu nieskończo- 
nym liczb całkowitych. 



23. POJĘCIA ZASADNICZE METODY < 



KASSMASNA. 



Właściwym punktem środkowym nauki Gr assm annowskiej 
jest pojęcie mnożenia liczb wiolo wy miaro wy cli, polegające na róż- 
nych założeniach o iloczynach jednostek; zanim wszakże przedmiot 
ten rozpatrzymy, winniśmy przytoczyć określenia niektórych pojęć 
w wysłowieniu wlaściwem Grassra anno w i 19 . 

Liczbę zespoloną postaci 

1. «= *!«!+«,«,+ -■■ +£»««■ 

gdzie £,,£,, . . . ,L, są liczbami rzeczy wistemi, na-j,v -. ,- uinwimą 
z liczb aj, a 2 , . . . ,a„ przy pomocy liczb i u t 2 . ■ ■ ■ , £n> które mo- 
żemy, jak poprzednio, dla krótkości nazywać współrzęduemi. 

Jeżeli pomiędzy liczbami a v a.,, . . . , a„ nie zachodzi żaden 
związek postaci 

ft «!+/«,«,+ ■■- + /*"<*■ = °. 

w którym nie wszystkie współczynniki są od zera różne, to liczby 

a v a.„ . . . ,a„ nazywać będziemy liniowo niezakżnehii, lub, wprost 
krótko, niezależnemi. 

Liczbę a„ utworzoną z jednostek e v e t , . . . , e a według wzoru 

2. *=o ł i« l +a 4 i«,+ •■■ +o/,««, 

nazywa Grasainann liczbą [wielkością] prostą pierwszego sto- 
pnia, a dziedzinę wszystkich liczb utworzonych z <ij, a s , ...,«„ któ- 
rą oznaczać będziemy przez (a Ł , a 2 , . . . , a„), nazywa dziedziną n-go 
stopnia [n- wymiarowa,]. 

Prawidła dodawania, odejmowania liczb postaci 1. lub 2. oraz 
mnożenia i dzielenia ich przez liczby rzeczywiste są najzupełniej 
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zgodne z prawidłami działań, przedstawionemi w poprzednim arty- 
kułu. 

Dwiu dziedziny A i B lic/,!) zespolonych nazywają się tożsamo- 
ściotcćmi, jeżeli każda liczba pierwszej z nich naleiy do drugiej 
i odwrotnie. Nazywają siej zaś wzajemnie zackodząeemi na siebie, je- 
żeli każda liczba, milcząca do pierwszej, nalejży do driidej, odwro- 
tnie zaś nie wszystkie liczby dziedziny drugiej sn zarazem liczbami 
pierwszej ; dziedzina -1 nazywa się iv tedy mis™ | objętą J, dziedzina 
Ii— wyższą [ obejmującą |. Ogól liczb, należących dci dwóch dziedzin, 
stanowi dziedzino tcapiHną obu; ogól zaś liczb, dających się utwo- 
rzyć 7. liczb, należących do dwóch luli więcej dziedzin, nazywamy 
dziedziną htazuca. Tak np. jeżeli dziedzina A jest utworzona z je- 
dnostek e M ć l> , e... dziedzina i.' z jednostek e.,, e.„ e 4 , to dziedziną 
wspólną będzie dziedzina jednostek <:.>, e.., dziedziną łączącą — dzie- 
dzina, utworzona / jednostek e v e 2 , e i , e K . 

Z łatwością dowieść można twierdze:! następujących: 

I. Jeżeli n liczb znajduje sic w związku liniowym i jożeli nie. 
wszystkie są zerami, to można wydzielić z nich mniej niż n liczb, 
między którenti nie zachodzi już związek liniowy. 

II. Jeżeli w układzie n liczb o^ o a , . . . , a„ pierwsza a, nie jest 
zerem, a żadna następująca nie daje sic. utworzyć z poprzedzają- 
cych, to pomiędzy temi liczbami nie zachodzi /wiązek liniowy, 

III. Jeżeli liczba n, daje się utworzyć z n liczb J„ & 2 , . . . b a , 
a jej współrzędna-, odnosząca się do liczby A,, nie jest zerem, to 
dziedziny (b l , & a ...£„) i (a 1; £ a ,.. fi„) są tożsamościowe. 

Można to twierdzenie uogólnić w ten sposób: 

IV. Jeżeli m liczb a jy a 2 , . . . ,a M , nie będących w związku 
liniowym, daje się utworzyć ■/. n Jiczb fi„ ć a , ... , 6„ (*j >m), to mo- 
żna do m liczb <i,, a 3 , ... , n„, dobrać n—m nowycli liczb <*,„+!, ...,a B 
z tej samej dziedziny, tak aby dziedziny (i^/^,...,^, ) i (l' l Ji. ) ,...,b a ) 
stały się tozsamośeiowemi. 

Wynika stąd : 

V. Jeżeli ii liczb a lt o 2 , . . . , a lt można utworzyć z m liczb 
8(, # 3 , . . . ,5,„ (m-O), to liczby aj, a^, . . . ,<i„ pozostają ze sobą, 
w związku liniowym. 

VI. Dodając stopnie dwóch dziedzin, otrzymujemy liczbę równą 
sumie stopni dziedziny wspólnej i łączącej. 



Hosted by 



Google 



24] niuntawMiw. 153 

VII. Dwio dziedziny A i B odpowiednio stopni « i fi, jeżeli 

obie należ:) iio dziedziny stopnia >i-go, mają, dziedzina wspólną M.o- 
pnia co najmniej równego a+/J— n. 

VIII. Równanie, wyrażające równość dwóch liczb jednej dzie- 
dziny, z których pierwsza jest utworzona z m liczb niezależnych 
a, i, c , . . , druga z innych n liczb niezależnych &, /, m . . . , a mia- 

e równanie 



aa + fib + yo . . . = y,h Ą- U + /*«' +• ■ ■ i 

je/di zachodzące w nić.m formy a,h, a . . . k, l, m, . . przedstawimy 
przy pomocy jednostek e t , e s , . . . ,«„ w ten sposób: 

<"=«i«i-f-«A +...+«.«-; * = x,«i+*A + "■+*■•- 
* = hH + ft«t + ... + /*■•»: * = Vi + Vi + • ■ ■ + *« e « 
= ?i*i +;'-^ + ■■•+?■**»; m = /h e i + fh e -i+ ■ • ■ +p* e » 

sprowadza sitj dn następującego układu równań pomiędzy liczbami 
rzoczywistemi 

««i + /% + m + • ■ • = **i + -U, + #ft + - ■ ■ 
««a + IA + J7a + ■ • ■ = xx, + ^ s + ,u,u, + . . . 

<h. + ^ u + ; 7 „ + • ■ . - **„ + Jfc + pp. + . . . 

24. GATUNKI MNOŻENIA WEDŁUG GRASSMANNA. 

Mnożenie dwóeli liczb 

a = 2a,-e,., t = 2fi*; t 

uskutecznia się według prawidła podanego w art. 22.. opartego na 
prawie rozdzielności: 

1. ab = 2a r fi e .e r e,. 

Z określenia tego wynikają wzory. 

{2a,e,)b*Za,(* f 1>)- 

(<.+«-!-. ..)ł»-=«j>+łp+... 

p(a + fi+...)=P«-|-pi+... 
Z a,- a, . Z fi, h = Z a, fi s . a, b s , 

w których a, b, , . , ,p są liczbami zespolonemi. 
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Iloczyn trzech czynników otrzymujemy, mnożąc na podstawie 

powyższego prawidła iloczyn dwóch czynni ko w przez czynnik trzeci; 
podobnie tworzymy iloczyn czterech i wiecuj czynników. Wyraże- 
nie 1. iloczynu dwóch czynników nie da się przedstawić w postaci 
prostszej, jeżeli iiiepoczynhny pewnych założeń o iloczynach jedno- 
stek, lub jeżuli wogóle przyjmiemy, że te iloczyny e,e i są od siebie 
wszystkie niezależne. Inaczej jednak rzecz się. ma, gdy założymy, 
że pomiędzy iloczynami e,e s zachodzą związki lali równania warun- 
kowe takie, że przyjmując pewne z tych iloczynów za dane, mo- 
żemy na podstawie tych warunków oznaczyć iloczyny pozostałe. 
Niechaj jedno z równań warunkowych będzie postaci: 

2. 2a r ,,.e,e e =0. 



gdzie a,, są liczbami rzeczy wis temi. nie równemi jednocześnie zeru. 
Załóżmy, ze równania warunkowe nie ulegają /wianie, gdy za- 
miast jednostek e,, e 2 . , .e,...e i ...e a podstawimy liczby z nich utwo- 
rzone, t. j. zamiast e,- podstawimy ^x r _ u e u gdzie u zmienia się od 
1. do n włącznie, zamiast e, s podstawimy ^^.. ( e r , gdzie v przyj- 
muje również wartości 1, 2, . . . ,». Tu liczby x są rzeczywistemi 
i mogą przyjmować- wartości zupełnie dowolne. Jeżeli rzeczone pod- 
stawienie uskutecznimy, dojdziemy do równania 

3. 2łwł,i(af 1 tW+*,r^ = 0- 

Ponieważ wari ości liczb ,v są dowolne, przyjmijmy przeto, że jeden 
ze współczynników x fi „ np. współczynnik x„, e równa się 1, a nastę- 
pnie — 1. Otrzymamy tym sposobem dwa równania, które, odjęte 
od siebie, doprowadzają do związku 

4. ■Z«*.(a M « f «.+« ł .**) = °. 

yilzie pomiędzy parami wartości, jakie przyjmują s i v, należy wy- 
łączyć i ™ n iv — c. W równaniu 4. przyjmijmy znowu, że jeden 
zo współczynników up. ,>■.■„■ równa sic raz 1., drugi raz — 1.; odej- 
mując oil siebie dwu otrzymane w ten sposób równania, dochodzimy 
do związku 

5. a aii e c e a -\-a b , t e ll e c = Q, 

gdzie o, b, c, d przyjmują wartości 1, 2, . . . , n. z wyłączeniem 
wszakże a—b, a=d. 
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Przy uwzględnieniu równania y. związek 3. przyjmuje postać prostszą 

z której, ponieważ liczby <s r , H mają wartości dowolne, wynika ró- 

a s ,«e c e c =Q, 
stwierdzające, że związek 5. zachodzi także dla wyłączonego wyżej 
przypadku a = b, c = d. 

Tak więc równania warunkowe 2. przy uczynionem założeniu, 
doprowadzają do związków 5. 

Kładąc w 5. raz c=d, drugi raz a=b, otrzymujemy 

5'. (a^ + afcJ^-O. 

5". o^,(« e «*+^)-0. 

Uówimniom 5' można uczynić zadość, przyjmując 



Wuriiju-k 

wprowadzony do równania 5., daje 

«,.,(«,*-«■) = o, 

skąd, jeżeli a„.<, nie jest dla dowolnych wart 
było zastrzeż o nem— wynika 



Dnigi warunek e,.e c =0 lub «„e„ = 0, jeżeli mamy go uważać zn 
identyczny z równaniami wamnkowemi 2, pociąga za sobą wartości 
współczynników; a., = 1, a,,,,, = (a różne od b). Uwzględniając 
te wartości w równaniu 5", dochodzimy do związku 
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Wynik ostateczny eaicgo poprzedniego wywodu da się. streścićwna- 
stępując.em twierdzeniu : 

"Mnożenie lienb wielowymiarowymi, podległo równaniom warun- 
kowym 2. przy założeniu, że tu równania utrzymają sio. ;:;i.ly jedno- 
stki zastąpimy liczbami dowolneiui, liniowo z jednostek iifworzone- 
mi,— nazwijmy j l; mnożeniem liniowem —win im czynić zadość jedne- 
mu z dwóch układów 



Mmi/cnie iiniowi.'. czyniące zadość pierwszemu układowi, nazywamy 
mnożeniom nl'jiil,raie:nihii,; czyniące zadość drugiemu — mnożeniem 
zewiictrzniM. 

Do tych dwóch gatunków mnożenia liniowego można jeszcze dla 
/upelnoici dołączyć dwa mnożenia: jedno, w którem iloczyny e,.e. t 
nie czynią zadość żadnym równaniom warunkowym, w którem zatem 
wszystkie współczynniki u., : ,, są zerami; drugie, w którćm wszystkie 
iloczyny judnostok -ą /erami. Mamy wice razem cztery gatunki mno- 
żenia liniowego. 

Mnożenie liniowe zawiera sio jako przypadnie szczególny w mnoże- 
niu, które Grass mann nazywa kolowe-n, a które określa na. podsta- 
wie własności, że równania warunkowe 3. nie ulegają zmianie, jeżeli 
zamiast dwóch jednostek n, p. e,- i e, wprowadzimy liczby, liniowo 
z nich utworzone. Założenie l.o doprowadza do ośmiu gatunków mno- 
żenia; cztery stanowią wyżej objaśnione mnożenie liniowe, pozo- 
stałe jeszcze cztery liniowemi nie są. Z nich zasługuje na szcze- 
gólna, uwago mnożenie wewnętrzne, podległe warunkom 



Mnożenie kołowe zawiera .sio znowuw mnożeniu si/metryćzneni, opar- 
łem na założeniu, że równania warunkowe 2. nie zmieniają się. gdy 
zmienimy zna.k którejkolwiek jednos tl< i, oraz gdy dwie dowolne jedno- 
stki przestawimy. Przy tern założenia otrzymujemy w ogóle lf5 ga- 
tunków mnożenia. 

Jeżeli napiszemy trzy grupy równali 
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»,r=l f 2, ..." 
to na podstawił; poprzedzającego można będzie powiedzieli, że mno- 
żenie Etiwngtrzne czyni zadość grupom f> i y, mnożenie wewnętrzne 
grupom a i (i. Można pomyśleć mnożenie, czyniące zadość jednej 
grupie środkowej a ; mnożenie takie nazywa Grass mann środko- 
wim VŁ . Rozpatrzymy po kolei własności każdego z wymienionych 
trzech gatunków mnożenia. 

25. MNOŻENIE ZEWNĘTRZNE. 

Z teoryi, wyłożonej w a iły kule poprzedzającym, wynika bezpo- 
średnio, że mnożenie zewnętrzne dwóch liczb zespolonych nie jest 
przeiniennera. 

W samej rzeczy, niecliaj będzie 

a = 2a,e,, b = t S(S g e f ; 
iloczyny ab i la, na podstawie wzoru 1. poprzedzającego artykułu. 
będ;; 

\_ab\~2a r fiĄe r e t \ 
[&»] = ,2 a,£ [«.*]. 
| Mnożenie zewnętrzne dla odróżnienia od innych gatunków mnoże- 
nia oznaczać będziemy nawiasem klamrowym |. Ponieważ w mno- 
żeniu zewnętrznem zachodzą, związki 

[Mn - - i:«..,:i 

przeto 

i, L»»l = -W- 

Jeżeli b=a, ubędzie | a« | = — \aa\, a więc 
2. [«.] = 0. 

Iloczyn zewnętrzny dwóch czynników równych jest zerem. 

Iloczyn zewnętrzny \abcd. ..] większej liczby czynników otrzy- 
mujemy, mnożąc [a*] zewnętrznie przeze, iloczyn [ab r] mnożąc 
przez d i t. cl. Powstają stąd równości: 
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[a*«rf...] = -[*««!...] 

[a4«łd.„] =-- - [dJco...] 
wyrażające, że iloczyn zewnętrzny linienia znak przy przejawieniu 
dwóch jakichliol wiek czynników. Stąd wynika, że iloczyn zewnętrzny, 
w kt.ói yiu dwa którekolwiek czynniki są równe, jest zerem ; będzie 
z atom naprzykład 

4. [abacd...] = Q, 

Dwa iloczyny, złożone z tych samych czynników, inaczej uporząd- 
kowanych, będą oczywiście jednego znaku lub znaków przeciwnych 
stosownie do tego, czy od szeregu czynników w pierwszym iloczynie 

można przejść do szeregu czynników w drugim z;i pomocą parzy- 
stej lub nieparzystej liczby przestawień dwóch czynników. Można 
przeto napisać 

5. [a, <■„... a„l_(-l)- [.,,«,... a,l, 

gdzie po drugiej stronie A, ft, . . . ,g jest pewną przemianą liczb 
1, 2, .... n i gdzie s jesr lii.:zb;i przc-tawień, za pi.imoeą ki ó rej od 
jednej przemiany możemy przejść do drugiej. 

Jeżeli pomiędzy czynnikami zachodzi związek liniowy, to iloczyn 
zewnętrzny jest zerem. W samej rzeczy, nieebaj pomiędzy czynni- 
kami iloczynu [a b c cl ... ] zachodzi związek 

«-/» + 7*+... 
Uwzględniając ten związek, znajdziemy nu. zasadzie prawa rozdziel- 
ności : 

[a»«i...] = Wi + ,.+ ...][J.«i...l 

= [pibcd...~\-\-\ycbca. ..] + ... 
- /I |»S.J. ..] + ,[.».*.. .] + ...; 
Każdy /. wyrazów w ostatniem wyrażeniu na mocy równania 4. jest 
zerem, a zatem 

6. [*Scd...] = 
a=/?S + 7C+ .,. 

Z tego twierdzenia wynika, że iloczyn zewnętrzny liczb zesnolomeli 
nie zmienia się, jeżeli do któregokolwiek czynnika dodamy wielo- 
krotności pozostałych czynników. 
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Jeżeli określimy dzielenie, odpowiadające mnożeniu zewnętrzne- 
mu, jako działanie, za pomocą którego znajdujemy liczbę x, czy- 
niącą zadość równaniu 



to łatwo Kie. przekonać. Że dzielenie to nie jest. jodaowartościoisćni : 
je/cli bowiem js = *j jest jednem z rozwiązań, to, na zasadzie po- 
piYcónieą-oiwierelzenia, równaniu r.b = a czynić będzie zadość .każda 
liczba zespolona ^-j-jSi, gdzie /Sjest liczbą rzeczywistą dowolną. 

26. WYZNACZNIKI. 

Niechaj będzie układ n- elementów, uporządkowany w n wierszy, 
zawierających każdy po n elementów 



7. układu tego wybierzmy ii elementów, a mianowicie po jednym 
z każdego wiersza z różnych kolumn, a więc np. z pierwszego wier- 
sza element <t-_,.„ z drugiego a->, a , . ■ . z ostatniego a,,,, gdzie skaźniki 
p, o, . . . . t są wszystkie różne, i utwórzmy iloczyn 



Takich iloczynów będzie oczywiście tyle, ile przemian można utwo- 
rzyć z szeregu skażników o, g,...,t lub, co na jedno wyrhodzi, 
■/. szeregu 1,2,. . . , n, a zatem będzie ich »!. Każdemu z iloczy- 
nów dujemy znak dodatni, jeżeli szereg skażników q, a, . . . ,t po- 
wstaje z szeregu 1, 2,... ,ra za pomocą parzystej liczby przestawień 
dwóch sk;iŹ!iikó\v.— znak ujemny, jeżeli powstaje przez nieparzystą; 
Jirzk; takich przestawień. Z teoryi elementarnej przemian wiadomo, 
że liczba przemian tak jednej jak i drugiej klasy jest równa po- 
łowie lic/by «!; a zatem polowa iloczynów, jakie tworzymy, będzie 
miała znał; dodatni, polowa znak ujemny. Suma tak utworzonych 
iloczynów, którą oznaczamy dla skrócenia przez 
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wypisując, pod znakiem ^ iloczyn wyrazów uli przekątnej układu 
1., albo przez 

«i,i, ais, ■ ■ ■ ,a 
na,i» tti,z, . . . ,a 



■6, | o.i,,-\ ;f,r = l, 2, ...,«. 

nazywa się wijznaczniliera'" układu 1. stopniem jego jest liczlia n. 

Teorya wyznaczników daje się wysnuć w zupełności z teoryi ilo- 
czynów zewnętrzny cli. 

W samej rzeczy, niechaj będzie układ liczb zespolonych: 

% = «„ «,+«„.,+ ... +.„«. 

Utwórzmy iloczyn zewnętrzny 

Na podstawie twierdzeń, wyłożonych w poprzedzającym artykule, 

unosimy z łatwością, że w iloczynie tym znikną wszystkie wyrazy, 
w których którykolwiek z czynników a u a t , , . o„ powtarza się raz 
lub kilka razy i pozostaną, tylko wyrazy, zawierające iloczyn ze- 
wnętrzny u czynników «[, a, i: . . . ,«„; wyry/ów ty cli będzie oczy- 
wiście n\. Ponieważ przestawienie czynników może wpłynąć tylko 
na zmianę znaku, a zatem iloczyny cząstkowe będą wszystkie za- 
wierały czynnik -|- [«i « s . ■ ■ <*»] lut> — \_ a i a t ■■•«»] ; Przyj- 
mując więc [a : a 2 . , . o„] za czynnik wspólny dla całkowitemu 
iloczynu i wyłączając go za nawias, będziemy mieli w nawiasie po- 
łowę wyrazów dodatnich i polowe ujemnych. Wyrażenie, zawarte 
w nawiasie, jest właśnie, jak łatwo widzieć, dopiero co określonym 
wyznacznikiem 2. lub 3. Możemy wiec napisać: 
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5. [*,«, ...#.]=| «,,, I [a s a.,... a.Ą, 

!, r — 1, 2, . . . », 
li więc wyznacznikiem układu 1. jest współczynnik iloezym 
wnętrznego liczb układu i., określony za pomocą równania .'■. 
Gdybyśmy zamiast układu i. przyjęli układ 



różniący się od pierwszego tern, że współrzędne, które poprzednio 
slano-wily wiersze, stanowili obecnie kolumny, to iloczyn zewnęt.rzny 
[x t '. m 3 '...x H '] byłby tożsamościowo równy iloczynowi [*j *j...jb b ] 
skąd wynika, że wyzueeznik układu 1. nie ulega zmianie, je- 
żeli w układzie tym przyjmiemy wiersze za kolumny i kolumny za 
wiersze. 

Z równania 5. wypływa cała tooiya wyznaczników. Stosując do 
tepo równania [nawa, zawarte we wzorach 3. i. ó. 6. artykułu po- 
przedzająeego, otrzymujemy bezpośrednio następujące, twierdzenia: 

I. Wyznacznik zmienia znak przy przestawieniu dwóch których- 
kolwiek rzędów poziomych | pionowych]. 

II. Przy jakiejkolwiek przemianie rzędów poziomych [piono- 
wych] wyznacznik zmienia znak lub nie zmienia znaku, stosownie 
do tego, czy od dawnego układu przechodzimy do nowego za po- 
mocą parzystej lub nieparzystej liczby przestawień dwóch rzędów. 

III. Wyznacznik, w którym dwa rzędy poziome | pionowe | skła- 
daj;; się / elemeiifuw równych luli proporcjonalnych, jest. tożsamo- 
ściowe równy zeru. 

IV. Wyznacznik nic zmienia swe; wartości, jeżeli do elementów 
któregokolwiek rzędu poziomego j pionowego | dodamy, lub od nich 
odejmiemy, równe wielokrotności odpowiednich elementów innego 
rzędu poziomego [pionowego]. 

Jeżeli w równaniach 4, w miejsce a u a,,, . . . ,a„ napiszemy 
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«.-A.. «.+/>.,. ł+..-M„«., 

, «,-fa.,+fa«,+...+ft,«., 

otrzymamy 
i"(o.,./'i.i+oi,./iŁi+...+o.,./!..i)«,H-.-+(ou/!i,.+o.,.A.+-+<"i.W'.,.>.. 

i-"(«ufc+O M ftj+...+O M fc,K + .- + (««A. + Oljfc.+...+OMfcp0f» 

.=(o..i/5..i+o,*,,+... + o.,/!„i)«i + -.+(«.,*,.+". 1 A.H--+«.rfwK 
Ktadiic dla skrócenia 

otrzymujemy z równań 7, na podstawie równania 5. 

y. [*!* a ... ».]=|)'mI h *...«.] 

s,*=l,2, . . . ,n. 
Na tej samej zasadzie z równań lj. wypływa 

[*«,...«.]= I ft« I [•.«,...<] 
i,n = l,2, ...,», 
a podstawiając ten wynik we wzorze 5., znajdziemy 
10. [,,«,... .*» ]_ I a„|.|ft. | [«, ...... ,1 

Porównaniu wzorów !!. i lii. doprowadza do związku 

n- |«„|.|A»| = |H, 

i, r, I, m, », i, = 1, 2, . . . ,», 

który w połączeniu z wzorem 8. wyraża twierdzenie o mnożeniu wy- 
znaczników. 

Jeżeli w iloczynie zewnętrznym [^ x% . . , #„j w miejsce które- 
gokolwiek z czynników, np, w miejsce czynnika x s , podstawimy 
jego wyrażenie z równań 4., t. j. 

*» = OM«iH-a, 1 aOj+ • - ■ + «*»«», 
to będzie można napisać 
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Iloczyn zewnętrzny 

na podstawie równania 5., możemy przedstawić pod postacią 

[*! *, . . . ^0,*,+!. . .*»] = ^[o, a 2 . . . a,/j 
gdzie -4 V ozna.cza wyznacznik układu współczynników 



[.<-, ..... .«„]-£«,,, .i„,K-» s «. 

Porównywając to wyrażenie z wzorem 5., otrzymujemy 



przedstawiające rozkład wyznacznika danego według elemenlów 
wiersza s-go. Wyznaczniki A,-./ stanowią tak nazwane wyznaczniki 
cząstkowe, inaczej podwyznavzmki\xń-> Minor'/, wyznacznika danego; 
dają się one przedstawić jako wyznaczniki stopnia (n-l)-go. 

Jeżylibyśmy w wyrażeniu iloczynu zewnętrznego |ą z, ł . , , x R ] 
,'aita]iiii dwie liczby ,r,. i ,r,. icl) wyrażeniami, w/ięte}i)i z równań 4.. 
doilibyśmy do rozkładu wyznacznika danego na sumę iloczynów, 
klórych czynnikami łtędą wyznaczniki cząstkowe, dające sio przed- 
stawić, jaku wyznaczniki stopnia (« — 2)-gO. Zastępując wogóle m 
z pomiędzy czynników x 1 , r s ,...,* B ich wyrażeniami i., dojdziemy 
do wyznaczników cząstkowych stopnia m-go. Dalsze rozwiniecie 
teoryi wyznaczników cząstkowych znajdzie czytelnik w podręczni- 
kach Algebry i w dziełach, specyalnie traktujących o wyznaczni- 
kach. 
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Podamy tu jeszcze zastosowanie teoryi iloczynów zewnętrznych 
(to rozwiązywania oktanów równań liniowych. 

Niechaj będzie uiiiad .. równań liniowych o n niewiadomych 

«,.,£, + «,..&+. ..+«,..£. -ft. 

«Z,,f 1 +»,,{,+ ...+»2,f.-A, 



o„,,f,+«„A+. ..+«..{,. = />„, 
w którym wszystkie liczby mają być rzeczywiste. Niewiadome mo- 
żemy wyznaczyć w sposób następujący : 

Pomnóżmy równani*.' pierwsze przez e l: drugie przez e a . . . osta- 
Liiit; przez e„ i dodajmy je następnie odpowiedniemi stronami. Kła- 
dąc: 

otrzymuj limy 

14. fi«i + fi«*+ ■■ -4-Ł-. = 5 
Mnożąc zewnętrznie obie strony równania 14. przez 

i uwzględniając własności mnożenia zewnętrznego, znajdziemy 

15. f,L«i -»,...",„,a,a f+1 ... „] = |a ] ^...a,_ 1 5 a , +1 ...a,.,| 

Z równau 13. na podstawie wzoru 5. wynika, że iloczyn zewnętrzny 
po lewej stronie równania 15. równa się wyznacznikowi układu 1., 
pomnożonemu przez [* t % . . . e„j, iloczyn zaś zewnętrzny po 
prawej stronie równa nie wyznacznikowi tego układu, po zastąpie- 
niu w nim kolumny r-ej rzędem elementów /3j /J a . . , (S„, także 
pomnożonemu przez [e, e^ . . , e„ j ; możemy przeto napisać : 

»,t = l, 2,. . . ,», 

gdzie znaczek (r) ma przypominać, iż w kolumnie r-ój układu 1. usku- 
teczniono powyższą zmianę. Z równania 1.6., ponieważ f,. jest licz- 
ba rzeczywistą, | -;,. &„...,«„] zaś jest od zera różne, otrzymuj emy 
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17. 



Z wzorów 17., jeżeli wyznacznik \a s A nie jest tożsamośeiowo ze- 
rem, znajdziemy oznae/oue wartości dla ni owi udo my cli £,. f 3 , ...£„. 
Jeżeli w układzie równań 13., założymy 

38. &=& = ... =fa = 0, 

to wyznaczniki j« v | jako zawierające w kolumnie r-ej same zera. 
iicilii zerami, a więc, jeżeli wyznacznik | a,y [ nie jest zerem, otrzy- 
mamy 

ft - f, = . . . = Ł = 0. 

Układ 13. przy założeniach 18., stanowi układ równań liniowych je- 
dnorodnych z n tiiewiadomomi; możemy wiec wypowiedzieć twier- 
dzenie: 

* Jeżeli wyznacznik układu równań liniowych jednorodnych nie 
jest zerem, to wartości niewiadomych, czyniące zadość układowi, 
są wszystkie /erami,.. 

Gdy ten warunek nic spełnia się, to wtedy ma miejsce następu- 
jące twierdzenie; 

"Jeżeli wyznacznik nkladu jest zerem i wszystkie wyznaczniki 
cząstkowe stopnia n— I-go, n~ 2-go, . . . ,«— Z-|-l-go są zerami, 
a nie jest zerem jeden z wyznaczników stopnia n— W, wtedy l nie- 
wiadomych n.p. £„_/+i, !*_/+*) ■«.,£* można uważać za nieoznaczone 
a pozostałe g t , fj, . . . , £„_/ za pomocą pierwszych wyrazić,, -'. 

27. ILOCZTKY ODNIESIONE DO DZIEDZINT RI.ÓWKE.T. 

Dziedziną główną nazwijmy dziedzinę jednostek e lt e. it . . . ,e„: 
jej stopniem jest liczba «. 
Iloczyn m czynników postaci 

zawierać będzie w każdym wyrazie iloczyny m jednostek e,„e, f ,...e,i; 
iloczyny te nazwijmy jednostkami stopnia m-go. Liczba, utworzona 
z takich jednostek JE,, E t , . . . stopnia m-go, będzie miała postać 
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2. A = « x E Y -\- o 2 E, i + . .. 

1 nazywa się liezbijstopnia wi-;ro. Iloczyn dwóch liczb, z którve'i jedna 
jest >topiiiiU.'i., dniga, stopnia™.,, będzie liczbą stopnia, (Mj-|-Hi L >)-ga. 
Jeżeli Mj-J-nig jest większo o<l «, to iloczyn dwóch takich liczb za- 
wierać będzie jednostki stopnia wyższego od u, a wice iloczyny je- 
dnostek, w których jedna lub więcej jednostek powtarzają się ; ilo- 
czyn zewnętrzny takich liczb jest zerem [art. 25.]. 

Jest przeto rzeczą widoczną., że w dziedzinie «-go stopnia iloczy- 
ny czynników postaci 1., jeżeli ich liczba jest większą, od n, oraz 
iloczyny czynników postaci2., przy niniejszej liczbie czynników, są 
zerami. Grassmann obmyślił metodę, za pomocą której iloczyny 
iv przypadku, gdy -unia. stopni czynników 7 ich jcsl. większa od sto- 
pnia dziedziny głównej, zanępu jurny innenii iloczynami, dla których 
suma stopni nie jest większa od n, Metoda ta opiera sic na pojęciu 
tak zwanego dopełnienia | Ergilnzungl. 

Niechaj E oznacza jednostkę jakiegokolwiek stopnia, to jest albo 
jedne z jednostek prostych e i ,e. i „ , . ,e„, albo iloczyn pewnej liczby 
ty cli jednostek; otóż dopełnieniem jednostki E. które oznaczać 
będziemy przez 



jest iloczyn zewnętrzny E' wszystkich jednostek p 
zawartych, wzięty ze znakiem dodatnim lub ujemnym, stosownie do 
tego, czy [EE] jest równe 1 lub —1. Iloczyn [ej e 3 . . . e„'\ przyj- 
muje się jako równy 1. Możemy przeto napisać : 

j E=[EE}E 
Będzie więc naprzyklad : 

I «■=-[«■ •,...•.]. 



l «. = (-ir-'h .,...«,], 
I [«■*] = -[•„ «,...«,], 
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Iloczyn zewnętrzny jednostki przez jej dopełnienie jest oczywincn; 

równy 1. 

3. [E | E] - 1. 

Dopełnieniem liczb zespolonych 1. i i!., nazywamy wyrażenia: 
3 [«=<., | .,+«, |. ,+ ...+o. I .„, 

M=a, Ą+a, IĄ+... + 

Jeżeli wi jest stopniem liczby, to « — m jest stopniem jej dopełnienia. 

Iloczyn zewnętrzny dwóch jednostek A i A", gdy suma ich stopni 
jcsl, mniej -jku. ui.l h albo równam,— lub też liczbę, której dopełnieniem 
jest. iloczyn dopełnień tych jednostek, gdy suma icli stopni jest 
od n większą, — nazywamy iloczynem jednostek A i A", odmar-/'-ju;/tn 
do tkletkiioj głównej. Iloczyny odniesione będą więc miały ię własność 
że suma ich stopni nie jest od n większa. Niechaj np. dziedzina, 
główna będzie JJ-^o stopnia, i dajmy, że mamy dwie jednostki 
E = e Ł i A' = [ « s t' ;! |, to iloczynem odniesionym będzie wprost 

Jeżeli zaś E = [^ e^], A"' = | e., Cj j, to iloczynem odniesionym bę- 
dzie liczba, której dopełnieniem jest iloczyn dopełnień, t. j, 

! I I -E I E']. 

Ponieważ 

\e= ih «,] = «,, 
I*=lk«d = «,. 

przeto 

I U E.A* I ] = [*■«,]; 

iloczynem odniesionym będzie 

Podobnież rzecz się ma z mnożeniem nietylko jednostek ale i liczb 
zespolonych w ogólności. Jeżeli suma stopni tych liczb jest, równa 
« łub jest mniejsza od », to tworzymy wprost iloczyn zewnętrzny; 
jeżeli zaś suma stopni jest od n większą,, bierzemy iloczyn dopełnień 
czynników, tworząc dopełnienie na podstawie prawidła .'!. Niechaj 
np, dziedzina dana będzie stopnia 3-go, a czynnikami liczby 
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Iloczyn 

just już odniesionym do dziedziny głównej. Gdy wszakże inniiiy 
iir. /.by 

A _ aK«,l+a'[i A ], 

»=fl;«A]-HnvJ. 

dla których suma stopni obu czynników jest większa od 4. wtedy 
bierzemy dopełnienia. Ponieważ 

i [«,«,] = «, 

liędzie więc 

« = /i«i+/f«, 

Wykonywaj ąc mnożenie, otrzymuje my 

LM|ifl = .' i 8[. 1 ^-o/)L«,«il-a'/l , [«Al- 

a biorąc dopełnienia stron obu, mieć będziemy 

\\\A \B\ = <tp H +<#^-</fa. 

Strona droga wyraża iloczyn, odniesiony do dziedziny głównej 22 . 

Na podstawie tych określeń można dowieść twierdzenia, że "jeżeli 
F.FM są. jeduostkami, których stopnie równają się razem n, to ilo- 
czyn \EF.KG\, odniesiony do dziedziny głównej, równa się iloe/y- 
nowi \EFG\.F,,„ oraz uogólnić to twierdzenie w sposób następujący : 

"Jeżeli liczba A jest. postaci 1., liczby Bi C postaci 2., i jeżeli 
suma stopni tych trzech liczb jest równa n, to wtedy iloczyn 

[AB. AC], 
oi.lniu.Moiiy do dziedziny głównej, równa, się iloczynowi jrfjSC|^I„. 

Twierdzenia te i wynikające ■/. nieii wnioski, których uzasadnie- 
niu szczegółowe /najdzie czytelnik w d/iele Grass man n a. mają 
ważne zastosowanie w badaniach geometrycznych, gdzie z nadzwy- 
czajną łatwością pozwalają, na wywód wielu własności linij i po- 
wierzchni. J W tomie trzecim podamy zastosowania geometryczne 
tych metod Grassmaiinaj. 
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28. MNOŻENIE WEAYKKTIiZNE. 



Iloczynem wewnętrznym dwóch jednostek E i F dowolnego sto- 
pnia nazywa Grassmanu iloczyn odniesiony pierwszej ■/. nich 
przez dopełnienie drugiej, eo wyrażamy w ten sposób: 
1- (EF) = [E\F\. 

[Do oznaczenia iloczynu wewnętrznego używać będziemy nuwin^i 
okrągłego]. 

Z tego określenia wynika, że iloczyn wewnętrzny dwóch liczb A 
i ii równa- się iloczynowi odniesionemu pierwszej z nieb przez 
dopełnienie drugiej, t. j. 

{AB) = \A \B\. 
Jeżeli stopień czynniki! A jest równy m, stopień czynnika B równy 
m', to stopień iloczynu wewnętrznemu bodzie oczywiście nĄ-m—m' 
lub m — m', stosownie do teao. czy m jesl mniejsze lub większe od m. 

Wynika stąd, że iloczyn wewnętrzny dwóch liczb jednego stopnia 
jest stopnia zero, czyli jest. liczba rzeczywista. 

Iloczyn wewnętrzny ilwóeli jednostek równych jest 1, dwóch je- 
dnostek różnych tcjin samego stopnia jest 0, t. j. 

2. (£,J3,)=1, (£',.£,) = 0. f<*. 

W raniej rzeczy, na zasadzie określenia oraz wzoru 3. art. poprze- 
dzającego, jest 

(M)-K I E,]-l. 

Ponieważ [ /■,',. jest. iloezynem wszystkich jednostek' prostych, w E, 
nie zachodzących, a więc takich, które zachodzą w .!■'.,-. więc iloczyn 
[£',- | E f ] zawiera czynniki równe, jest. przeto równy zeru. 

Stosując to twierdzenie do przypadku jednostek prostych, otrzy- 
mujemy 

t. j. układ równań równoważnych grupom a. i fi. w art. 24., eha- 
rakterj żującym mnożenie wewnętrzne. Określenie przeto, podane na 
wstępie niniejszego artykule, zgadza się z określeniem, przytoezo- 
czonein w art. 24. 
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Jeżeli £';, E a , . . . ,E,„. są jednostkami dowolnemi równego sto- 
pnia, to na podstawie wzorów 2. otrzymujemy 

a,Ą + a,Ą + . .. +a lli h m ) (fcĄ + &Ą + -. . +#*£„) 

skąd wynika, że mnożenie wewnętrzne, jeżeli oba czynniki są ró- 
wnego stopnia, jest działaniem przemieniłem. 

Iloczyn wewnętrzny dwóch czynników równych nazywa Grass- 
mann kwadratem it;ev;iił:t,i\-.ił</tii i oznacza w ton sposób 

(AA) = A~. 
Z tego określenia wynika: 

Dwie liczby, których kwadraty wewnętrzne są, równe, nazywa 
Irrassmann liczbami róicmjj wartości be;icjijtc>.hł£j. Aormn/nfluJ. 
względem siebie nazywa dwie liczby różne od /era, których iloczyn 
wewnętrzny jest równy zeru: uliadcm normalnym stopnia n-go 
w dziedzinie stopnia n-go — układ n liczb pierwszego stopnia różnych 
od zora, mających równą wartość bezwzględną, która uważa .się za- 
razem za wartość bezwzględną samego układu. Układ jednoskk 
pierwotnych e Ł , e 2 , . . . , e„ stanowi taki układ normalny, którego 
wartość hu/względna jest 1., gdyż dla tego układu zachodzą n>- 



'29. MNOŻENIE ŚRODKOWE. 

Mnożenie to, jak wiemy, czyni zadość równaniom warunkowym 
fi w art, 24. t. j. równaniom 

Porównywaj ąc równanie 1. z warunkami mnożenia zewnętrznego, 
i wewnętrznego, dostrzeżemy ■/. łatwością, żepomiędzy tenii trzema 
mnożeniami zachodzi związek bardzo prosty, który, według G rass- 
manna 2;f , można przedstawić pod postacią 
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W równaniu tern ai S są liczbami zespolonemi, ntworzonemi z jedno- 
stek prostych, ab jest iloczynem środkowym, (afi) wewnętrznym, | «S | 

zewnętrznym, /, i /< pewnomi współczynnikami dowohmmi, nieró- 
wnemi zeru. Ponieważ, gdy l i /j, zmieniaj!! się w stosunku stałym, 
t. j. gdy XJn pozostaje pewną, liczbą rzeczywistą,, różną, od zera, 
iloczyn ab zmienia tylko swój r/yimik rzeczywisty, w skukik ezesio 
ani istota powyższego związku ani istota mnożenia nie ulega zmia- 
nie, można przeto przyjąć, że jeden ze współczynników, np. ja~\. 
Będzie tedy 

2. aft = *(«*) +[«*], 

Kładąc w tem równaniu a = «,., fi = «,-, i zważając, żo iloczyn we- 
wnętrzny (e,e r ) = 1, iloczyn zaś zewnętrzny \e,.c,. j = 0, otrzymu- 
jemy 

Klailae zaś a = c r , 6 = e ( , f < s, i zważając, że (e,.e .) = 0, mieć 

kerlzieiny 

4. .,«,= [*«,] 

t. j. że iloczyn środkowy dwóch jednostek różnych równa się ich 

iloczynowi zewnętrznemu. 

Z równań 3. i 4. wynika, że określenie istoty mnożenia środko- 
kowego sprowadza się do określenia znaczenia iloczynu e,e r zgo- 
dnie 7. równaniem 3. i do oznaczenia iloczynów zewnetrz- 



Na teoryi mnożenia środkowego oparła jest leorya kwaternionów, 
do której tera/ przechodzimy. 

30. KWATKRNIONY HAMILTONA. 

Kwnti'vnionem nazywamy liczbę zespoloną, postaci 

utworzoną z czterech jednostek, z których jedną jest 1, trzy zaś 
pozostałe e u e 2 , " 3 ulegają prawu mnożenia środkowego. 
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Nii podstawie równań 1., artykułu poprzedzającego będzie 



Aby określić istotę muożeuia trzeba, według podanej wyżej teo- 
ryi, oznaczyć liczne. X, dla której ; 



oraz trzy iloczyny 
Połóżmy tedy 



i przyjmijmy, że do mnożenia jednostek stosuje się prawo łączności 
Na tej zasadzie z pierwszego równania 3., otrzymujemy 



Podobnież •/. drugiego równania 3. będzie 



Ponieważ *, e., e 9 równa się i jednej strony c, e.,.^ =*.,«,, =i, z dru- 
giej zaś e i ,e i e., — ~le i e 1 — — A 2 , a zatem być winno — A ł =?. f 
skąd / = — 1. Wstawiając tę wartość w równania 4. i 5., otrzy- 
mujemy 



Ostatecznie wiec mamy następujący szereg równań, charaktery; 
jącycli jednostki zitsrtdnic.e kwaternionów; 
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Dodawanie i odejmowanie kwaternionów odbywa sie według ogól- 
nych prawideł tych działań dla liczli zespolonych wyższa cli | art. 22. j. 
Mnożenie wykonywamy, uwzględniając prawo rozdzielności uraz 
równania G. Na tej podstawie iloczyn dwóch liczb 

«=«. + «. •! + ",«■+«, ł, 

przyjmuje postać na-uęnującą 

<'=W,-«,A-»A-«ji,) 

+faA-«.A+«AWJ«> 

+<«„/':.+« 1 ft-«.ft+«.ft)«.. 

Widzimy więc, że iloczyn dwóch kwutcniionów jest kwatcrnionern 
tej samej postaci, jakiej są czynniki. Własność ta stosuje się. do 
jakiejkolwiek skończonej liczby czynników. 

Mnożenie kwaternionów nie jest przemieniłem. W samej rzeczy, 
tworząc, według powyższego prawidła, iloczyn bo, otrzymamy 

+(/S « a -A« 3 +^« u 4-/f : , ni ). s 

Dwa iloczyny ai i ia nie są zatem wogóle równe. 

Celem pros tsz egu przedstawiania wyników d/iatańiuul kwaternio- 
nami 1. zastosujemy niektóre pojęcia i odpowiadające im oznaczenia, 
wprowadzone przez Hamiltona. Czyść rzeczywistą. a a kwater- 
nionu a nazwijmy d:a/arem i oznaczmy przez Ha, część zaś nierze- 
czywistą a l c l -^-a.,e, i -\-(t. J e i nazwijmy wektorem i oznaczmy przez Va; 
będzie tedy : 
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9. a=Sa-\-Va. 

7, tyeli określeń cynika, że sky.lar sumy równa, sie sumie ■-kukuw. 
wektor sumy sumie wekiorów ; podobnież, skalar różnicy równa się 
różnicy skalarów, wektor różnicy jest równy różnicy wektorów. 

Z wzorów 7. i 8. wypływa, że skalar S{aV) iloczynu dwóch kwa- 
ternionów a i b równa sic 

OtA-aiA + aA-nA, 

wektor zaś iloczynu wyraża się za pomocą wzoru 

+(»,A-«,A+«A+«<A)-> 
+KA+«,A-«A+«Ah. 

Możemy też, korzystaj ąc ze skróconej formy i)., przedstawić iloczyn 
dwóch kwaternionów a i b pod posiada, 

{Sa-\- Va)(Sb-\- Vb) = 5o . 5* -f «S». Fa+tfa. Ffi-J- Fa.FS; 
iloczyn zaś Ja ladzie miał postać 

(Sb-\- Vb)(Sa-\-Va) = Sa.Sb-\- Sb.Va-\-8a.Vb-\-Vb. Va. 
Oba iloczyny różnią się tylko czwartemi wyrazami, gdyż według 
wzorów 7. i 8., zakładając w nich a = /J = 0, otrzymujemy: 
F..Fi=-(o,A + o,A + o,« 
10. + (a,A-o.AK+(o,ft - a,A)«.+(o,A-o,A)«, 

ra . f« (a,ft + ,A +«,A) 

-(«.A-»A)"i-(o.A-«iAK-(«A-«.AK. 

Te wzory pokazują, że s [talary iloczynów Fa. FA i 5. F« s:t równe, 
ich wektory są znaków przeciwnych ; mamy tedy 
. 8{Va,Vb) = S{Vb. Va) 

V{Va. Vb)=-V(Vb. Va) 
skutkiem czego iloczyny ab i ba przyjmują postać: 

ab = Sa.Sb -j- Sb. Va + Sa. Vb -j- S( Fa. F^l + F( Fa. Fi) 
" ba= Sa.Sb + Sb.Ya~\- Sa.Vi>-\- S{Va.Vb)— V(Va.Vb). 
skąd 
13. ab - i<T = 2 F(Fa. Vb). 
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Zakładając a=b, otrzymujemy ni = 6re=«-, V (Va Vb) = (), 
S(Va.Vb) = {Va)\ a zatem 

14. a 2 = (&) ! |2 .Si Fa + (Pa)« 
skąd 

S.a a = (£<*)*+( F«) a 
F.«- = 2&x. IW. 
Z równań zaś 10., gdy w nich założymy a = b, znajd/iemy 

15. CFa )» = _( ai » + aa ! + a3 a ) 

Potęga trzecia kwateniionu a b gdzie miała następujące wyrażenie 

o s = (Sa) 3 + 3(Sa) 2 . Fa 4- 3tf*.(Fa)» + (Pa)*, 
przyczem, jak łatwo okazać, zachodzi związek 
a* = (3a s -a 1 *-a 3 2 -a 3 ! >)a-2a Q (a D *+a 1 *Ą-c h ' i +c h *) = Q } 

y. którego wypływa, że kwateniion a czyni zadość oustępni;!fcmu 
równaniu stopnia trzeciego : 

^_(3a 1 a -V-« a B -a 3 > + 2 Go (V + ai s + a» 8 +a J s ) = 
Dwa liwaterniony SaĄ- Va i Sa — Va, różniące si(j znakiem części 
wektorowej, nazywaj y, sio wzyjenniie sprtężonemi ; kwaternion sprzę- 
żony z kwaternionem a oznacza Hamilton przez Ka. 
Z określenia tego otrzymujemy bezpośrednio 
a + Ka=2Sa 
a-Ka=2Va 
a . Ka={SaĄ- Va) (Sa- Va) = (Sa) 2 - (V*)'\ 
a przy uwzględnieniu wzoru 15.; 

a.Ka = a t +a i t +a, a +a,K 
\\'yrażeiiit.:u;i s i. ronie drugiej tój równości nazywa, się norm/j kwater- 
nionu i oznacza się przez AyO. będzie zatem 

16. a . Ka = A T («) = u^+a^-faZ+o:/. 

Jeżeli w wyrażeniu 12. iloczynu ab zmienimy znak części wekto- 
rowej, znajdziemy 

K(ag) = Sa.Sb— Sb.Va-Sa.VbĄ-S(Va.Vb)-V(Va,Vb). 
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Dwa ostatnie wyrazy, na podstawie: równań 11., można /a-tąpii- 
jednym Vb . Ya, będzie zatt';n 

S(ab) =Sa.Sb-Sb. Va-Sn. 1'4-j- Yb . Ya. 
Z drugiej strony 
Kb.Ka = (Sb - Vb){Sa - Ya) 

= Zśb.Sa - Vb,Sa — Sa. Vb-\- Yb . Ya, 
doi: nudzimy wiec do zwią/kn 
17. JB. Ka = K{<&). 

/, któiTgu, kładąc i = rf, utrzymujemy 

(A'<0- = A-.^. 
Mnożąc obie strony równania 17. przez i i zważając, że 

b.Kb = N{b\ 
mieć będziemy 

ff(«) . Ka=b.K(ab), 
a przez pomnożenie obu stron przez o, znaj dojom y 

N(b) . a . Ka = ab . K(ab) 
lub 

Wzór ten wyraża, że norma iloczynu dwóch czynników równa sit; 
iloczynowi norm tychże czynników. 

Stosując do tego twierdzenia wzory 7. i 16. otrzymujemy toz- 

(V+ <-K>" J + <V) (A* + Pr + fi 2 + Ar) 

= («rA -".fi +<*&-<*:&? 
+ (<Xofi + «A+«,fi-«:A) a 

+ («„fi-« 1 fi + «2A+«,fi) a 

+("ofi + ",fi-«,fi-f-A) 2 

li()/.\val;ijiu'a nam przekształcić iloczyn dwóch liczb, a których ka- 
żda jest sumą czterech kwadratów, na sumę czterech kwadratów. 
Wzór ten zawdzięczamy Eulerowi. 
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Z określenia normy wynika że wszystkie kwaterniony 

w których odpowiednie współczynniki mają wartości bezwzględno, 
równe wartościom bezwzględnym współczynników kwaternionu a, 
bodą miały normy równe. Jeżeli wyobrazimy sobie, że a jest stałe 
i że zmieniamy tylko znaki współczynników pozostałych, otrzy- 
mamy 8 kwaternionów: 

<*o - a \ e i + 'H e 'i + a » 
a — «, e s — h 5 e s + a, 
^-o^-Ot* — o, 
«o + Oi«i — ajd, +a, 

"o — «i e i +« 3 e 3 — a, 
mających normy równe, a gdy zmienimy jeszcze znak przy « , to 
takich kwaternionów będzie szesnaście. Ale wymieniono kwaternio- 
ny nie wyczerpują jeszcze mnogości kwaternionów, mających normy 
równe, albowiem jest rzeczą widoczną, że dojdziemy do tój samej 
normy a^Ą-a^Ą-a^Ą-a^, skoro przemienimy wszystkiemi możli- 
wemi sposobami współczynniki przy jednostkach; ponieważ zaś 
tych przemian może być 1.2.3.4 = *! 4, a zatem będziemy mieli 
16.64 = 1024 kwaterniony, mające normy równe fod zera różne]. 

Wartość bezwzględną pierwiastka kwadratowego ■/, normy nazywa 
Hamilton tensorem kwaternionu, oznacza go przez Ta i kwater- 
nion a przedstawia pod postacią 

a=Ta. Ua. 
Czynnik Ua nosi nazwę wersora. Własnościami kwaternionów, wy- 
nikającemi z tej postaci, nic bodziemy się tu zajmowali. 

Iloraz dwóch kwaternionów 



określamy jako kwaternion ,r, dla którego zachodzi równość 
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Dla oznaczenia 


.v pomnóżmy obie strony przez 
as.b. Kb = a.KIj 


Kb: 


Stfjd 






18. 


—im*> 





[30 



a więc iloraz jest oznaczony, gdy 

nie jest zerem, co spełnia się zawsze, jeżeli kwaternion nie jest 

Gdybyśmy przyjęli, że współczynniki kwaternionu s% liczbami 
zespolonemi zwyczajnemi, to norma mogła by być zerem, jakkol- 
wiek sam kwaternion nie jest zerem. Przypadek ten wyłączamy. 

Kładąc 

* = £o + !i*i-f-£ S « 3 + !j«, 
i uwzględniając, że na mocy wzoru 7., jest 
aKb = (a, + o, e, + a, e 2 + a, e,) (fi - ft •, -&« a - fi 3 *,) 

+ <,a i p ~a p 1 + a l fis~a a fi 3 )e 1 
+ (a a fi -a i fi 1 -a D fi a +a 1 fi i )e i 
+ (o,A + aiA-OiA-aoA)ł. 

otrzymujemy 

1 
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Z równania 18. znajdujemy 



" *(*) ' 



ff(ł)* 



' i 'iV(8) 6 ' 

t.j. związek analogiczny do związku 10S. art.ll w teoTyi działań for- 
malny eh, 
Na podstawie określenia ilorazu budzie 

b__ bKc _abKc __ab 

Jest to związek tt'-j samej postaci, jak związek 4b. art. 11 w teo- 
ryi działań formalnych. 

W podobny sposób można okazać, że dzielenie kwaternkmów po- 
siada własności, wyrażone wzorami 



(t) . 



(7) *' 

analogicznemi z drugim i trzecim wzorem 46. art, 11 wteoryi dzia- 
łań formalnych; że natomiast do kwaternionów, z przyczyny nie- 
przemienności mnożenia, nic stosują się np. następująco równania: 



(I) 
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31. DZIAŁANIA NAD WEKTORAMI. 

Prawidła rachunku nad wektorami, t. j. nad liczbami trójjedno- 
stkowemi postaci 

wynikają, bezpośrednio z teoryi, podanej w poprzedzającym arty- 
kułu. 

Niechaj bgda. dwa wektory 

a = a 1 e 1 -j-a i « I + a 1 Ą 
* = A«l + A** + A^ 

Suma ich 

■+* = («i+AK+(«. + A)* + («i+AH 

będzie również wektorem. Dodawanie wektorów jest działaniem łą- 
cznem i pTzemiennem. 
Różnica wektorów a i b. 

jest również wektorem. Różnica ta jest zerem, t. j. dwa wektory są 
równe wtedy i tylko wtedy, gdy 

"i - «,. A = Ai % = A- 

Iłoczyn wektorów a i £, według wzorów poprzedzającego artykułu, 

lujd/ic 

a*=-(a 1 A+a l A+o,A) 

+ (fl»A - a.A)«. + (01A - «iAK + («iA-«Ah. 

a zatem iłoczyn wektorów jest k watę mionem. Iloczyn ba wyrazi 
się w ten sposób ; 

*«--(oiA+«iA+OiA) 

- (%A - «.AK - <«*A - «.AK - (oiA -°*AK- 

Iloczyny ab i fot mają części skalarowt; równe, wektorowe zaśczęśei 
równe i znaków piwciiuiydi, s;i : wiiju kwute niklami ^ir/rżweioi. 
;i /atom ; 



S(ab) = S{ba), V{ab) = 
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ab + 6a = 2S(«S) , 
*' a b - b a = 2 V(ab). 

Mnożenie wektorów nie jest więc działaniem przemieniłem. 
Kładąc b=a, otrzymujemy 

o= - - (<.,«+»„'+'>.') 
Kwadrat wektora jest zatem równy normie, wziętej ze znakiem prze- 
ciwnym. 

Wyrazimy iloczyn trzech wektorów, mnożąc iloczyn ab dwóch 
wektorów przez wektor trzeci 

" = 7i e i -ł-JVs + /3V 
Na zasadzie prawidła mnożenia kwaternionów otrzymamy 

+[-(«A+oA+OiA)ri+CoiA-«A)7i-(«A--oA))'i>i 

+l-(« 1 A+^+" ! /'.^+(«iA-^i)/i+Wr''iWi' ! > ! 

Skalar iloczynu, t. j. 

S{abc) = - (a l ft-<i,A)r 1 -(o,/J l -o 1 A)y l -(o 1 A-««rfi)r». 
możemy przedstawić pod postacią wyznacznika 



"1 


». 


«s 


ft 


A 


A 


ri 


Vi 


n 



Na podstawie tej formy wy znacznikowej wnosimy, że skalar iloczy- 
nu trzech wektorów zmienia znak przy przestawieniu dwóch czyn- 
ników. 

Wektor iloczynu V(abc\ możemy przedstawić pod postacią skró- 
coną, wychodząc z tożsamości 
2. abc— bca = (ab+ba)o— b(ea+ac). 

Na podstawie równań 1 . mamy 

2V[ a .V(bc)-] = a.V(bc)~V(ba),a, 
;i ilodiiJMi' do tCLto kiżwuiiość 
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=a. £(&:) - £(*<;).«, 
otrzymujemy: 

2 F [a r(fic)] = a lĄbc}Ą- V{bc) I - [(S{bc) + P(fa)] a 
lub 2 F[« F(&)] = a be - be a. 

Na podstawie tychże równań 1, jest 

aJ + ia=2-S(aJ), 

Kładąc przeto w równanie 2. wartości, otrzymane dla obu jego 
stron, znajdziemy 

V[a. V(bc)] = cS(ab) — b.S(ca); 

dodając tu do obu stron tożsamość 

V[a.S(bc)] = aS(bo) 
i zważając, że 

'[•świt p[.p(i.)]=n«-H 

dochodzimy do równania 

V(abc) = aS(bc) -bS(oa) + eS(al), 
przedstawiającego wektor iloczynu trzech czynników. 
Unra/, wektorów, określony za pomocą równania 

ab = a, 
jest wogóle kwaternionem. Zakładając w równaniach 19. art. po- 



a = 0, fl, = 0, 
otrzymujemy iloraz ;r pod postacią 
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1 Teorya kwaternionów jest nauką czysto angielską, która dopiero 
w ostatnich czasach zaczęła rozpowszechniać się na kontynencie. Opo- 
wiadanie o umiłowaniach swych utworzeniu nowego rachunku umieścił 
Hamilton wprzedmowie do dzieła: Lectures on Quaterniuns eonLaiiiing 
a systematic statement of a new mathematical metod etc. 1 853. [Jedno- 
cześnie tym samym przedmiotem zajmowali sio bracia J. T. Graves 
i Ch. Graves]. Największą trudność stanowiło ustanowienie własności 
zasadniczych mnożenia wektorów [porówn. art. 31.], przedstawianych za 

pomocą liczb o trzech jednostkach zasadniczych i.j, k [u nas «,, «j, e s ], 
Hamilton mniemał zrazu, że utrzymanie przemiennoaci mnożeni,!. jes;. 
rzeczą konieczną; po wielu wszakże próbaeb przekonał się, że iloczyn 
i iloraz wektorów nie są już wektorami, lec/ Lwaternioioiuu, i że należy 
odrzucie" przemienno.śe mnożenia wektorów, zachowując łączność i roz- 
dzielność tego działania. Według teory i, którą dajemy w tekicic, fakty 
lo Ką nadzwyczaj prost emi, ale Hamiltonowi, który dążył do nich 
na innej drodze, nic mogły si;; one prędko ujawnić. 

Drugie obszerne dzieło Hamiltona, poświęcone kwaternionom, wy- 
dane zostało w r. 18Gu. | po śmierci autora | p. r. : Kloaioiiis id' (,'uaiei'uioiis 
[Przekład niemiecki Gl ana p. t. Element c der Quaiernionen, 'I, 1S8 - J, II. 
J8^1. j iir.yiora I roś,; |i u prze 'dającej jego pracy w bardziej systematycznym 
układzie. Wykład ma charakter gcooc^ryczny, rezpn-zyua sio od t.eotyi 
wektorów, » następnie przechodzi do kwaterniooów, uważanych jako ilo- 
razy wektorów. Algebra kwateniiouó w, Teorya fuukeyj kwaternionów, 
wreszcie liczne zastosowania do rozmaitych zagadnień Geometry! i Fizy- 
ki wykazuj;; użyteczność i elegancją metod kwater ni o nowych. Uczeni 
angielscy z upodobaniem stosują też tę metodę do badań fizykalnych: 
Cler k-M as woli używa jej w znakomitym swym Traktacie o elektry- 
czności i magnetyzmie. Elementarną teorya kwaiernionów ogłosił Tait 
uczeń Hamiltona: An elementary treatise on ąuateniions ["drugie wy- 
danie 1873.]. Kelland i tenże Tait napisali Introduction to ąuater- 
nious withnumerous esamples, 1873. We Francyi Allegr et [Essai sili- 
ło cakul des ouaternions, 1862.], Hoiiel [Theorie ćlćmcntaire des quan- 
iii''-.s 0''iuplexes. IV-me Partie, Elemenls de la theorie des c,uaternions, 
187->."E i T<aisant ! L.t.roduetion A la męthode des ąuaternions, 1881.] 
przeszczepili naukę angielską na grunt francuski. W Niemczech Han- 
ko 1. jeden z pierwszych, uprzystępnił ja w treści wem, niezależnem od 
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metod geometrycznych przedstawieniu, z którego po części korzystamy 
i w naszym wykładnie. W języku polskim mamy pracę K. Hertza p. t. 
Pierwsze zasady kwaternionów Ha mil to u a, 1887. 

Skupienie [a,, aj,, . . , a*], w którera «„ a a ,...,«ii są liczbami rzeezywi- 
stemi, określamy jako liczbę, podlegająca następującym prawom; [Porfiwn, 
Peano, Integration par series des equations dirłerentielles linćiiires 
Matkematisclie Annalen, XXXII, 1888, str. 451 i dalsze, a także dzieło Cal- 
colo geometrino Heeo>ido rAiisilehnnngslehre di H.Gr assmann etc, 
1888.]: 

Równość dwóch skupień 

.-[«,,«,,...,«.■], i-Cfc.Fi M. 

gdzie o i Jł są liczbami rzeezywistemi, określamy z:t pomocą równań 



Sllmę aĄ-b /.a pcjiiiUUii i-':wiiani!i 

•+*-[«.+&■ «rt* - + Wi 

iloczyn >,o, gdzie X jest liczbą rzeczywistą, za pomocą wzoru 

Xa = [Ła„ł,nj, . . . ,X«i.]i 
różnicę za pomocą równania 

• -l = . + (-l)k 
Zerem jest skupienie, dla którego 

Liczba ).a-\- \i-b~\-. . . gdzie A, y... . są liczbami rzeczy wistemi, jest oezy- 
■■vK.'ii' lic^iiii. )i.")l"y;:ii:>'.i (n.iwyż^/yiti ckieśleniom działań. 
Jfiittli położymy 

e, = [1,0,0, ... t 0], a, = [0,1,0,-- 1], . . . ,e« = [O,0, - ..,0,1], 
otrzymamy skupienie o pod postacią 

«_„,.,+.,,,,+ ...+«„.„ 

tu jiisr piul po-t:icią liczby zespołom'] wy/szn o » jeilnosikae.li zasadni- 

Teorya ta obejmuje w sobie podane w art £1. tiwye Ham ii tona 
i L er cha. 

'' Pierwszą pobudkę, do bailaó ■./;po;iioi:;"iiy''h iv lekście, dały Gras s- 
manno w i spostrzeżenia nad stosowaniem liczlj ujemnych w&eometryi, 
jak to czytamy w przedmowie do dzieła z r. 1844. Podobne pomysły pod- 
jęli wcześniej jeszcze HSbius w rachunku bary centry czuym [1827. J, 
i Beliavitiswteoryiekwipolei:iyj | lSii9],ale najpłodniej myśltarozwi- 
ueła się w umyśle Gras sin a u na. Twierdzenie, że gdy A, B, {-oznaczają 
pnnkty na prost/'j, jest zawsze ABĄ-BC=AC, bez wzglgdu na to, czy 
jnuikt Cleży między punktami.* i £ł, czy zewnątrz ich, rozszerzył G r a s s- 
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mann do przypadku, w którym punkty A, B, Cnie leżą na prostej, aprze- 
idiodz.ie. od sumy do iloczynu zauważył, że nie tylko prostokąt ale i równo- 
ległobok może być uważany za iloczyn odcinków, w których, oprócz dłu- 
gości, uwzględniamy jeszcze i kierunki. To uogólnione mnożenie po- 
zostawało w związku z uogólnionem dodawaniem, podobnie jak mno- 
żenie zwykle ze zwykłem dodawaniem. Lecz zachodziła i różnica olm 
mnożeń, polegająca na tern, że w mnożeniu nowem porządek czynników 
nie był bez wpływu na znak iloczynu. Wnikając coraz gtebićj w treść 
tych wyników, przekonał się Grasamann, że polegają one na pe- 
wnych zasadach ogóluj-iiii, niezależnych od obrazu geometrycznego form 
badany cli. i tym sposobom duszedl do ogólnej nauki, którą przedstawił 
w dziele: Die lineale Ausdehnungslehre, ein neuer Zweig der llathematik, 
1844. Dzieło to, odbiegające tak metodą jako ież i lormą od ówczesnych 
dzieł matematycznych, pozostało na razie bez wpływu, mimo że 
Grassmannw rozmaitych rozprawach, ogłoszonych w dzienniku Jour- 
nul /iii- di'; ruinę 'ind ■in-iRirinitli,- Midhematik, wykazał całą płodno-ó; 
i użyteczność swojej metody. Nawet i nowe opracowanie z r. 1862. 
w szacie algebraicznej na razie pozostało prawie ni epo strzeże nem. Do- 
pięto H a. ri kol w pracy swej Uch er eot:iplexe Zahlensysteme, 1867. wy- 
kazał doniosłość badań (jr a ss m an na, i od tej cliwiłi pomynły jeg.> 
zae/.ęły sobie zdobywać uznanie. Schlegel, Preyer. Noth, 
Sc li en de 1, Caspar y, Pean o i inni w wielu kierunkach wyka- 
zuj;; lYii/jiyśó 1 n/yiei'Zi)o.Ji' metod iiamki (ts-asstnannowskirj, Sam Grass- 
mann udowodnił [Der Ort der llamiltonschen Quaternionen in der Aus- 
dclmiiiigsleiirc, Matliaimtisrfie Amialen, Xi[. 1877. str. 375 — 386.], że ra- 
chunek kwalernionów stanowi tylko szczelny przepadek jego metody 
ogólnej. [Mówimy o tern w artykule 30.]. 

3 H. Scheffler ogłosił awojo pomysły w praeiich: l.'ober (las Ver- 
hiiltni-s der Aritlmietik zur Geometrie etc. ISitb i Der ilitunt iousealen'; 
etc. lfsSl. >":i (akićjże podstawie oparta jest metoda Żoinr k i. li torą roz- 
winął w dziele: Wykład snatcinatyki na podstawie ilości o dowolnych kie- 
runkach. [Porówn. P. D z i w i ii s k i, Rys działalności naukowej i nau- 
■:/.yoielskii\i Wawrzyńca Ż murki. i'nv.;<: iiia(i;niaHj:;no-jiz'iczuf. II. 1890. 

str. 433-453.]. 

4 Hanke I L c. str. 106 — 107. Dowód Hankela podajemy niżej 
w przypisie 17-ym. 

5 Weierstrass. Zur Theorie der ans n Haupteinheiten gebildeten 
complesen Gróssen. [GSItiagar Nathńchten, 1884. str. str. 395—419.]. 

s D e d e k i u d. Zur Theorie der ans « Haupteinheiten gebildeten com- 
plesen Grtissen [Gottmger NaehrichUn, 1885. str, 142—159.]. 

1 Kronecker. Zur Theorie der allgemeinen eomplexen Zahleu und 
der Moduł system e [Mittheilungen der Berlinet Akademie, 1888. str. 249— 
250]. Porówn. także tego autora Sur Ies unitćs oompłexes [Camj/te.1 lic»- 
rfus, XCVI, XC1X, 1683. 1884.]. 

8 Dedekind, 1. c. str. 156. 
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* Lipsch i t z, Untorsuchui] gen liber die Sumiiieii von Quadraten, 
1886. 

10 Scliur, Ziir Theorie der ans n Hakpteinheiut.en Ęc.UIdeten comple- 
sen Żabien [Maihematische Araialen, XXXIII. 1889., Str. 49—60.] 

11 Study, Complexe Zahlen und TransCorni.ationsgruppcn [Berichle 
der k. sacfoischen Geseltse/taft d. Wus, 1889. 3tr. 177—228]. 

" Scheffors, Zur Theorie der ans « Haupteinheiten gebildeten 

tfini[j]csBii firi'is-ii'1], tamże, ]rtS ( J. str. :>i)<l— 'M)l oraz, IJebcr die Rcrecli- 
unng der Zali I ensy stenie, tamże. 18-S9. str. 400—457. 

13 G r a s s ra a ii n, Die neuere Algebra und die Ausdelmnngslelire 
[Mathematuelie Annalea, VII., 1874. str. 538-548]. 

14 O tych i jeszcze ogólniejszych lic.ijac!) całkowitych mówić l:ęd/ej:nv 
w części II. niniejszego tomu. 

15 Rachunek Duhringa.[Xeue ftrundinittel, it.d.] polega na rozkładzie 
równań, wtedy mianowicie, <rdy wielkości, zaclieóząco iv równaniu, nic 
są. jednowarto^ciuwe. Jc^t on rozwinięciem tej samej zasady, na ktiirćj 
opieramy określanie równości liezb urojonych |art. 22. i 24 zwłasze/.i 
twier. VIII], a którą oddawna stosowano w Algebrze w teoryi związków, 
zawiernmcycl) wyrażeniu, wymierne i niewymierne. _\aj|irosl -zy przypa- 
dek takiego róż kładu pr^edsiawia już równanie A+ B = 0. w klotem A 
jest jcduowartc.ścieweni, + B — dwuwartośeiuwem, rozkładające się na 
dwu równania A = d. £=0. Drugi przykład przedstawia równanie 

A-\- B K^T = 0, w którem A jest jednownrtosciowóm, B 7=1 zaś 
przedstawia również dwie wartości -\-BV-i i — B V— i; z tego równania 
wynika również J=0, B=0. Wyrażenie A± B+jC, gdzie j jest pier- 
wiastkiem pierwotnym trzeciego stopniazjedności, jestziożone z wielko- 
ści jedno wartościowej, dwu i l.rójwarlościowój, i dla tego równanie 

A±B+JO=0, 

sprowadza sie do układu trzech równań 

A = 0, B=0, 0=0. 

W samej rzeczy, jeżeli oznaczymy A -■■ B przez 6*. będ/ieniy micii 

Kównanie te przedstawia trzy następujące: 

S+jC=Q, S-j-j»O=0, S+j*C=Q, 
których dodanie, z uwagi, żej-f^-^^Ojdaje: 

S=0, 
czyli 

A±B = 0, 
^lad, na /aind/.ie powyższego. znajdziemy 
4 = 0, fl = 0, 
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a uwzględniając wynik S=0 w równaniu BĄ-jC—O, otrzymujemy 
też 0=0. 

Ogólnie, jeżeli ./oznacza pierwiastek iiiorwufny równania a:'i=l, a więc 
fCdy/-',^. . . . ../"-i sij pozi;Htar.emi pierwiastkami tego równania, wltdy 

z równania 

A+jB+pOĄ-. ..+J'-' K = H, 
wktórem A, B, C,...,K są liczbami rzeczy wistemi bezwzgl.ędneioi. 
otrzymujemy 

A=0, B = 0, . . - ,A"=0. 
Jakkolwiek rozwiązywanie równań należy właściwie do części liJ-ój. 
podamy jednak dla przykładu zastosowanie powyższej zasady do roz- 
wiązywania równań stopnia drugiego, trzeciego i czwartego. 

Pierwiastkiem równania mi adratewego czystego z- -<i jest wyrażenie 
i 1aihv nit ościowe + I",,; jeżeli zaś równanie kwadratowe jest mieszanem 

x"- -f- pi -\- ij = 0, 

to winniśmy przyją.il że pierwiastek jej^o składa sio z części jedno i dwa- 
wartościowej, t- j. nadać mu postać '; I;', Wstawiając tę wartość w ró- 
wnanie dane i uskutecznia; ae rozkład, według zasady ogólnej, otrzymu- 
jemy dwa równania 

kiĄ-l--\-pk -|-? = 0, 
2łcl-\-pl=Q. 
Z drugiego z tvi:h równań, jeżeli i nie jest zerem, znajdziemy 

*— ł. 

skutkiem czego pierwsze przechodzi w na-tępujaee: 




Dla równania stopnia trzeciego 

należy przyjąć, że pierwiastek składa się z części: jedno- dwu- i trójw. 
tościowej, że ma zatćm postać 

gdziej" jeat pierwiastkiem pierwotnym stopnia trzeciego z jedności. 
Wstawiają tę wartość w równanie dane, otrzymujemy 
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gdzie 

K= ft' -|- 6 k l m -1- P + w* -fji fc 2 + 2 p i m + 9 fc -f r, 
L = )J F ' + 3 Ł m^ + 3 / 3 >n -}- 2 p H -f- /> m' + ^, 
Jtf=3Łi 2 + 3Pni + 3i ffl 2 -f 2pfcBi+^;-'+ ? Hi. 
Równanie powyższe rozpada się na trzy iiasti/pująuyi 

JC=0, £ = 0, M = Q. 
2 dwóch ostatnich, znajdujemy z łatwością 

;» = — 8Ł, q = 3h' — 3la, 

; 1,9 3/ 



*=-£-, g = 4--3(* 



3' 

wstawiając zaś w pierwsze z nich wartości za h i w, dochodzimy do ró- 
wnania stopnia 6-go: 

' + l27 3 + V + V729 81 27 +27/ U| 

które nazywa się równaniem rozwiazujacem i daje się sprowadzić do równa- 
nia stopnia drugiego. 

Metoda niniejsza daje się ziiJicziik'. upniśdó, jeżeli uwzględnimy znane 
wyrażenia współczynników w fiinkcyi pi orwi antków równania [poruwn. 
art. 37.]. Pokażemy tu na przykładzie równania stopnia czwartego, które 
wyobraźmy sobie bez wyrazu, zawinnLJacouo trzecia pot.Cfii; niewiadomi'.:. 
:_\\o titkiOj postaci łatwo każde równanie: stopnia ozwarto^o .-prowadzić 
można] 

'* + ?** + r* + S = 0, 
Kladiic dlit pierwiastków s 1; *,, .t,, ;c 4 tego równania wyrażenia 

gilzie/ jest. pierwiastkiem pierwoniym czwartego stopnia z 
i uwzględniając znano związki 

S = -^(*, a + V + ^ + ^*): 

r = -|(V + ^ + V + *A 

■ — ł (V -i- V + *, a + V 2 - -1- (V + V + V + » 

otrzymujemy według zasady rozkładu, prawie bezpośrednio 
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, = -(4 In + &»>), 

r= — (4 Pfli + 4 i» n 1 ), 

, s= _ (i* + 4 i m* « - 2 P »" - *" + »'), 
co nas doprowadza do równania rozwiązującego 



'•+l"'+(S-ł>"-i- ' 



dującego sie sprowadzić do równania stopniu trzeciego. 
16 Równanie 

„-H„=o, 

ma nieskończenie wiele ro/wią/.au. jeżeli współczynniki a i l ln.iją ihisra/i 

o=Ło', 6 = fc6'. 
gdzie k jest dzielnikiem zera, 6' zaś nie. W samej rzeczy, będzie wtedy 

ponieważ zaś k jest dzielnikiem zeru, można przeto oznaczyć x tak, aby 
było 

gdzie l jest jakimkolwiek dzielnikiem zera. Podobnież, rómianiealgebrai- 

a j rbx + . . . -l~ńx»=0, 
posiada nieskończenie wiele niznii^a/i. jeżeli u- sii ó tezy unik i sg- postaci 

a = ka\ li=kb', . . . ,A=kh', 
gdzie k jest dzielnikiem zera. Albowiem dość oznaczyć x tak, aby było 

*+Vx + . . . + *'*»='. 
gdzie i jest jakimkolwiek dzielnikiem zera takim, że 

Te własność równań o współczynnikach, będących dzielnikami zera, 
można uważać, jak twierdzi We i e r s t r as s . za uogólnienie znanej w Al- 
gebrze własności równań, wedlu:;' ki':0(i'\j poiiiulają one nieskończenie 
wiele pierwiastków, jeżeli ^[lele/.iiiiiiki ich ją zerami. 

" Hanke! w naaię^uiący s j.ir-. = ."ib rloworizi twierii/.enift wymienione- 
go w tekście. 

Niechaj iloczyny jednostek wyrai.ijij. . ; ip jako fiuikeyc liniowe samych 
jednostek za pomocą wzorów 



Ł.+ 



-^,,„.« 
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k* iil«,» są liczbami stałem i rzeczywistymi. KUdąc tu i= 
otrzymujemy Okład n— 1 równań 



ł j = Ci ,2 + "7"i](,i,ł«i 



które można przedstawili pod postacie 

-Ci* - -^1,1,3 «, = (fp.i.a — e,) «, + Wl s «, -f . 



■ +■ >,i,3 «< 



Z tych równań możemy otr/ymać *j, e 3 , . . . 
jeżeli wyznacznik n kła dn [por. art 26.], t.j. 



+ +C«lw-<i> 

, eji w funkcyi jednostki t 



nie jesi toż^jniioŚL-iiiWi) ińwiit zeru; kaida /. ty ■■ j i jednostek wyraża się 
wtedy jako iloraz dwóch 1'nnkcyj sioimian — I-go względem e„ mianowni- 
kiem wspólnym wszystkich wyrażeń jest wypisany wyznacznik. Tak 
otrzymane- wyrażenia wstawmy do równania, wyrażającego iloc-zyii «,'-., 
a jn:anoivkie. do równania 

«,". -C + ILU •, + W4 + +1..1.K-, 

i znieśmy mianownik, to dojdziemy oczywiście do równania stopnia 
"-f-l-go względem e,,wktórem współczynnik przy e^+i będzie + 1, Nie- 
chaj tern równaniem hgdzie: 

V+i + J l e 1 " + il 3 € 1 »-i+ . . . +AtĄ4=0. 

Równanie 

zx+i-\-A l xnĄ-A !l x»-i+ . . . + ^,,+1 = 0, 

jak wykazuje teoryu równań, ma n -| 1 pierwiastków zespolony eh zwy- 
czajnych c,, | 3 , . . . J n , które czynią zadośe nas ten u ja cym równaniom 

i, + j, + ... + U+1--J, 
5,{. + S.{. + . . . + E„S.+i = A. 



. {.+, = (-l)>+i A, +l! 
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H <+i + A t »-\-A t --i+. . + A*+i 

= «."+'-(?, + U + • ■ ■ + 4"+') «." 4- - 4- (-l)»H i, fe-^H-i 

alk>, jeżeli przedstawimy stronę drugą pod postacią iloczynu, winno by (i 
H *+i + A 1 * + Ai+-i+ . . . Ą-A„ +i 

= («i-M(*-*i) . . . K-i n +0. 

Ponieważ pierwsza strona ma być zerem, powinna przeto i dntsrn być ze- 
tem. Lecz strona ta staje się zerem. t;Jy e t = |i-, A=l,2,...,n+1, co wy- 
łączamy, ponieważ e[ nie ma być liczka zes|:oloną zwyczajną. Jeżeli wio-- 
e, ma być liczba zespoloną wyższa, lo iloczyn poprzedni musi stawać 
się zerem, jakkolwiek żaden z jego czynników zerem nie jest, 

19 H. A. Schwarz. Bemerkung zu der in Nr 10 dieaer Nachrich- 
ten ab^eflnickten Mi!tiici!iiiii>' des Herm Weierstyass | tiiiitiiiyir Nach- 
i-khten, 18M, atr. 516 — 519, także Oisammelt* mrttkematische Ahhajidlmijtn 

II, 1890, str. 346—349]. 

19 Zasadnicze pojęcia, nauki G r a s s m a u n a i jego teoryą mnożenia 

pr/.od>tawi;ieiy na podstawie dzida; Hic Ausilehiiungslchre \-: >: : ^ r:iin cli i^.- 
und in atrenger Form bearbeitet, 1862., oraz klasycznej rozprawy Sur 
les nlifr'..'Toi:fa ireni'!^ de mnaiplicanon [Journal /itr die minc mul uinje^andte 
Malhematik, XLIX., 1855. atr, 123—141]. 

-° Metodę wyznaczników, której pora,;; ki znajdujemy n Leibniza 
[1693.] rozwinęli i udoskonalili. Cr a mer, Bezout f Yandermon- 
de, Laplaee, Lagrange, Wroński, Cauchy, Jacobi, 
Sylyester, Cayley i wielu innych. Wroński już w rozprawie 
liiiedrukowanćjl, przed sławien ej Instytutowi franeuskiemn w r. 1810, 
[porówn. wyżej str. 44. '[.używa rak nazwanych sum knfithimii-jnjnydt. 
W rozprawie Bófutatiou de la tliócrio des fonctiinn aitalytiijiies de La- 
grange, 1812. str. 14, określa on sumę kombinatoryjnu, 

B?[a*x, ±<>x. ! . . . ivx w ] 

gdzie X,, X lr . . .Xc są funkeyami jednaj zmiennej, jako s'.imę, i ki czyn ó u-, 
ki óie o! tzymujeniy, tworząc wszystkie możliwe przemiany wykładników 
o, ft, c . . ., umieszczając te wykładniki, lak jak tworzą przemiany, nad 
czynnikami iloczynu 

IX, .IX.,... \X el , 
dając l ak utworzonym iloczynom znak dodatni, ^dy liczba waryacyj wy- 
kładników a, b. e . ,., uważanyeh w porządku akiibe tycznym, jest zerem 
luli liczbą parzystą, znak ujemny, gdy liczba waryacyj jest nieparzyslą, 
i wreszcie tworząc sumę wszystkich tych iloczynów. W r o ii s k i dodaje. 
że tworzenie tych sum konitiiiiat.orj-jn.ycli, jest zupełnie analogiczne ile 
tworzenia takichże sum przy rozwiązywaniu równań liniowych; jest niia- 
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2? [A*X,] = A«X,: 

Iff[A*Ą-i ł -X' J .4 e Ą]="A«ii.4 , Ą.A»Ą— 4«2: 1 .4 l! X",.4*Xi 
-f- A»Zi.4"i,.A«^ — 4*X 1 .i»Ą.4*3r 1 
4-4 e X,.4»X,.44X, — 4 e X,.i*X,.A«X,; 

it. a. 

W dziele Philosophie de la teehuie algorithinbjue. T. Secfcion, 1815 na- 
zywa on sumy kombinat oryjne funkcjami schin. Funkcje schin, wktórych. 
zamiast różnie funkcyj, występują pochodne, nazwał M n i r |"A Treatise 
on the theory of determinanta, 1882] aroidaanami [porown. art. 38.}. 

Literatura wyznaczników jest bardzo obszerną. Wykład własności 
i zastosowań znajdzie czytelnik szczegółowo podany w Teoryi Wyznacz- 
ników M. A, But a n ieckicito. 1879; treściwe jsr >: ■ ■ cis t:nv i^;ii i i s w pracy: 
Krótkie wiadomości o wyznacznikach skreślił Władysław Trzasku, 
przypisali do dzieła: Zasady rachunku różniczkowemu i i'nłl;.'.'iv:-:p:i Wl. 
Folkierskiego, 1870. Z dzieł obcych klasycznem jest Baltzera: 
Theorie mul Anwenduna der Peterminanlcn. w.yil. 5. 1881. Historya w.go 
algorytmu zawiera II u i r a The The ory o f determinanta in r.he historica! 
order of its dove:oppoment, które go eześe I wyszła w r. 1890. 

31 Porówn. M. A. Baraniecki 1. c. str. 297—301. 

s - Dlaotrzymaniailoczynu odniesionego wzięliśmy tu wprost iloczyn do- 
pełnień, n;i tej z;i sadzie ! i i ras s in a im, Ausdehniingsicmc, l>iei'J.st.r. tiO.j, 
i-i jeżeli fiopiii: ■: d/.ti-il/iiiy głównej ;e«i, iiic|'iuv,ysty, to dopełnieniem 
dopełnienia liczby zespolonej jesr równe saniój liczbie. | Gdy zaś stopień 
dziedziny jest p;ir/.ysty r U> dopełnienie d'i pełnienia liczby zespidr.iiój jest 
równy lej liczbie pomnożonej przez (■-■l)v, ^dzie./jest stopniem tej 
liczby]. 

31 Grass mann. Der Ort der Hamilton soli en Ouaternionen in der Ans- 
dohnnng-slelire, 1. c. 
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ROZDZIAŁ VII. 
FUSKCYE CAŁKOWITE. 



3-. OKREŚLENIA. 

Funkcye całkowito są. tern dla Algebry, czem są, liczby całkowite 
dla Arytmetyki. Twierdzenia, któremi wyrażają się ich własności, 
zawierają się w teoryi funkcyj algebraicznych i zarazem w teoryi 
oralnej funkcyj. należącej do Rachunku wyższego. Do wywodu 
wszakże zasadniczych własności funkcyj całkowitych wystarczają 
prawdy, podane w poprzedzających rozdziałach, i dlatege- zajmiemy 
się tu zbadaniem istoty funkcyj całkowitych na podstawie elemen- 
tarnej teuryi działań, oraz przedstawieniem ich własności, potrze- 
bnych nam w czę.ściach następnych tej książki. 

Funkeyą całkowita n zmiennych .'<\, « a , . . . ,,«„. nazywamy wy- 
rażenie, złożone z wyrazów postaci : 



gdzie e a „ H „„jest współczynnikiem stałym, wykładniki r.aś 

a,, a 2 , . . . , «), przyjmują wartości całkowitt' i dodatnie, nie wyłą- 
c zając i zera. Ogólna więc postać funkcyi całkowitej n zmiennych 

*■<«,. i '.) = ■£'.„ „V «■-•■ • «•"., 

gdzie slrona pierwsza wyraża ogólnie fiiukcyą n zmiennych. Liczbę 
wyrazów przyjmujemy za s 
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Jeżeli suma wykładników a]-f-ot s -|- ...-f-«» przynajmniej w je- 
dnym z wyrazów o współczynniku nierównym zeru jest równa m. 
w pozostałych zaś wyrazach jest mniejsza od m lub równa w, wtedy 
funlicya całkowita nazywa się funkeya, stopnia m-go. Jeżeli suma 
wykładników w każdym wyrazie jest równa m, funkeya nazywa się 
jednorodną stopnia m-go. 

Jeżeli funkeya całkowita nie zmienia sio, gdy przestawiamy dwie 
U.irckolwiek zmienne, nazywamy ją symetryczną. 
Przykłady. 

j' 1 2 -(-^ 2 2 -j-« i a — 3^ #2^s + %x -\~ x %* — **3 "l - 5 .i', ^ 4 
jest funkeya, stopnia 3-go czterech zmiennych x lt z S: w 3 , x 4 ; 

V+V*2 2 — 2 *a 4 + ^i *a *a a -f" 3*i 2 *s *3 + **i -V*a 

jest funkeya, jednorodna, stopnia 4-go trzech zmiennych .v v x„, x t \ 

*! 8 +V+*s ! -3*i*s*j 

*i r *S , -^~*l''*| ł "^ - ■ • ■ -f-*n— i r *s*-j-*i* # s r -j- . . .««_!*£/ 

s:i. tunkc-yniiLi symetrycnenii : pierwsza stopnia 3-go trzech zmien- 
nych x 1 , * a , # 3 , druga stopnia m-go n zmiennych *j, jr a . . , #„ , 
trzecia stopnia r-\-s tychże zmiennych. 

Liczba wyrazów funkcyi całkowitej jednorodnej stopnia m- go 
zupełnej, to jest takiej funkcji jednorodnej tego stopnia, w któ- 
rej nie brak żadnego wyrazu, wynosi, oczywiście, tyle, ile można 
utworzyć kombinacyj z powtórzeniem z n elementów, wziętych po 
m, jest zatem równa 

»(n+l)... («+«-!) 
1.2 !» 

Funkcyi; stopnia m-m niejednorodną możemy wyobrazić sobie, jaku 
złożoną z funkcyi jednorodnej stojmia m-go, funkcyi jednorodnej 
stopnia (?«■■ li-fro. stopnia (m— 2)-go . . ., z funkcyi stopnia I-go, 
wreszcie z wyrazu stałego ; liczba zatem wyrazów zupełnej takiej 
funkcyi będzie 

»(n+l)...(»+«-l) tt(tt+l)...(H-m- 2) | - nC+D i »,, 

1.2...M "" 1.2.. .(m-1) " r "'" 1 " 1 . 2 " r i~ rl 

Z elementarnej teoryi kombinacyj wiadomo, ze wyrażenie to jest 
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równe liczbie komhinacyj bez powtórzenia z n -f- »* elementów, 

wzię.twdi po m; otrzymamy tedy na liczbę wyrazów funkcyj nieje- 
dnorodnej zupełnej stopnia «z-go wyrażenie 

1 . 2 . . . W 

Ponieważ la liczba, jak widzimy, . i ust zarazem liczbą, wyrazów funk- 
cji jednorodnej stopnia i/i-go, zależnej od «-j-l zmienny eh, przeto 
funkeya niejednorodna zupełna stopnia ).'i-<™>, zależnn od n zmien- 
nycli, zawiera tyle wyrazów, ile ieh ma funkeya jednorodna zupeł- 
na stopnia m-go, zależna od n-\-l zmiennych. Do tego samego wy- 
niku można dojść bezpośrednio, zważywszy, że fankeya jednorodna 
stopnia m-go, zależna od n zmiennych 



zamienia się na funkeya niejednorodną zupełna., należną od 
n zmiennych #,, x, t , . . . x,„ gdy w pierwszej funkcji uezyniniy 
jedne ze zmiennych, np. zmienną #„4-1 równą 1. 

Zważywszy dalej, że liczba, wyżej otrzymana, może być przed- 
stawiona pod postacią 

1^ 2__ n . (»+l) (n +2) . . . («+ ») 

1 . 2 . . . « 1 . 2 «i 

wnosimy, że liczba wyrazów fuiikcyi niejednorodnej stopnia m go 
zupełnej, zależnej od n zmiennych, jest równą liczbie wyrazów funk- 
eyi niejednorodnej stopnia u-go zupełnej, zależnej od m zmiennych. 
Przykład funkcji jednorodnej stopnia m-go w której nie brak ża- 
dnego wyrn/u, stanowi rozwiniecie w -ej po:ęgi wielomianu 

*, + »,+ ••■+*., 

wyrażające się w sposób następujący: 

M-k+ • • ■ +**>"= S diJ.'-^/ *!"-^- ■ ■*»•" 

ml=l,2,...m; «*! = !, 2 «,; [X = 1,2, . . . n], 



gdzie suma .i" rozciąga się na wszystkie wa-t.ośei całkowito i do- 
datnie, nie wyłączając i zera, liez.b a v a 2 ,...,a B > czyniące zadość ró- 
wności 
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"Wzór ten stanowi uogólnieniu tuk nazwanego dwumianu N o w- 
t ona: 

"Według określenia, w każdym wyrazie funkcyi jednorodnej 

2c a „ a ^i"',.V- ■ ■ *»"», 

suma wykładników aj -j-a s -|- ...-j-a„ jest równa m; jeżeli przeto 
zamiast .r,, ,r^ . . . <>-„ podstawimy gx lt qx. 2 . . . q&„, będzie 

£c aija „^"•nf. . .#„ n » = o"'+ a >+"+ a » j-J c aiiHi .. Blt V **"'..-*»"» 

eo można napisać w skróceniu tak : 

F(^, gx, . . . qz„) = o-Ffa, *,... *). 
Wzór ten wyraża własność zasadnie/a funkcyj jednorodnych. 
Jeżeli w jakiejkolwiek funkcyi całkowitej 



współczynniki są liczbami rzeezyw : ist.cmi, zmiennym miś nadajemy 
wartości rzeczywiste, to i sama funkeya przyjmuje wartości rzeczy- 
wiste. "W szczególności, jeżeli współczynniki są. całkowite, a zmienne 
przyjmują wartości całkowite, funkeya przedstawia liczby całko- 
wite. 

Jeżeli przy współczynnikach rzeczy wisty cli zmiennym nadajemy 
wartości zespolone zwyczajne, to funkeya przyjmuje wogóle ró- 
wnież wartości zespolone zwyczajno. W szczególności, jeżeli w funk- 
cyi jednej zmiennej 

FM = v" + V<"'+ • • ■ +«,.-,.■+«„„ 

o współczynnikach rzeczywistych, za zmienną .<■ podstawimy raz, 
y-j-zi, drugi raz y—zi, wtedy, jak łatwu sprawdzić, i funkeya l\.v) 
stanie sic w pierwszym razie '!■'(», z)-\- l F(y,;)i. w drugim &(;/.:) 
— '!'{y. z)i, gdzie <I> i X I' są funkcjami stopnia m-go dwóch zmień- 
njeh y i z. Jeżeli więc funkeya F(;c) staje sie zerem dla pewnej 
wartości *=y-j-*(, to być irn.Fi jednocześnie 
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&(g,z) = 0, W(y,z) = 0, 

skąd wynika, że funkcya FT..?) musi stawać się zerem i dla wartości 
sprzężonej x=y — zi, 

Jeżeli w funkcyi całkowitej zmienne przyjmują, wartości zespo- 
lone wyższe, to wartości funkcyi całkowitej należy od założeń, jahic 
przyjmujemy dla działań nad limbami zespolonemi. Przy założe- 
niach, jakie służą, za podstawę tcoryi Weierstrass a [art. 22], 
funkcya całkowita liczb zespolonych przyjmuj u wogóie wartości, na- 
leżące do tćj samej dziedziny, do jakiej należą, zmienne. 

Funkcya całkowita n zmiennych, przyjmujący cli wartości rzeczy- 
wiste, może być przedstawiona jako funkcya jednej liczby n- wy- 
miarowej. W samej rzeczy, mając funkcya Ffa $ 2 . . ■ #«), po- 
ło ż my 

gdzie e„ e 2 , . . . e„ stanowią, układ normalny [porówn. art. 2S.] ; 
będzie tedy, na podstawie prawideł mnożenia wewnętrznego: 

(,re,) = * n (««%) = * s . . . Oe„) = *„, 
a więc 

Ffa, m,... x a ) = *■((«,), fo) . . . («.)). 
Przekształcenie to, wskazane przez Grassmanna 1 , może być za- 
stosowane do funkcyj nietylko całkowitych ale i do jakichkolwiek. 
Jeżeli jednostki e it e a , . . . e„ zastąpimy ich dopełnieniami [art. 
27.] : które oznaczmy dla krótkości prze/ r x , r 2 , ... ł\„ wtedy mno- 
żenie wewnętrzne na stronie drugiej powyższej równości możemy 
zastępie mnożeuk-m zewnctrziierii i napisać 

f(*i, «,...»,)-y(K], ["•.]•■ •["■.])■ 

Jeżeli w szczególności funkcya i' n jest funkcya, całkowitą jednorodną, 
stopnia tn-go, to w każdym wyrazie liczba zespolona x występuje m 
razy jako czynnik. 

■Wyobraźmy sobie, że we wszystkich wyrazach rozwinięcia strony 
dru p: i u usuwamy liczbę x z połączeń | jt,- ], otrzymamy wtedy wy- 
rażenie, w którem miejsca, zajęte poprzednio przez liczbę w, są, pu- 
stomi. Oznaczmy to wyrażenie dla skrócenia przez u, wyrażenie te- 
dy funkcyi _F(|#)y|, [ier.,], . . . [■nr,]) stanie się nadzwyczaj pro- 
stem, bo przybierze postać 
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która ma wluśnie oznaczać, że w wyrażenia a z pustemi miejscami 
["Liickenausdruck,,, jak się wyraża Grassmann] w każdem 
z tych miejsc umieszczamy zmienną x. 

33. TWIERDZENIE ZASADNICZE. 

"Jeżeli dwie funkeye całkowite zmiennych x lt .r 2 , ... x„ są tożsa- 
mościowo równe, wówczas współczynniki odpowiednich wyrazów s;t 
równe.,. 

Kiecliuj będą dwie funkcje ciiłkuwite to Zamościów o równe: 

F(X V X S *„) = £^M...m. *!" *|- ■ • •*»"", 

f^,^, . . . ..) = .£<#„,...„„ v «,* • ■ .*«°*; 

wyrazami ii:b odpowiednicmi nazywamy dwa wyrazy, w który cli wy- 
kładniki przy każdej ze zmiennych są odpowiednio równo*. 

Uporządkujmy obie funkeye dane według potęg jednej ze zmien- 
nych np. zmiennej *,, względem której niechaj funkeye będą sto- 
pnia m-go; przyjmą one tedy postać 

F, = 2f t <»{m» *, . . . mjmf, F s = £/&(*,& . . . *»W, 

gdzie ./",: '""./V" 2j . są funkeyami, zależnemi tylko od pozostałych zmien- 
nych .Cg, ,r 3 , . , , #„. Ponieważ funkeye F 1 i i'" 2 są łożsamośeiowo 
równe, różnica zatem F l — F 2 dla każdej wartości zmiennej x l 
[przy danym układzie wartości pozostałych zmiennych « s , a 3 ...ayj 

jest, tożsamością wo zerem : a wigc 

■£(A (1) -/t<")V = o 

Jeżeli za .r, podstawimy tu kolejno ot liczb dowolnych ale różnych 
a, fi, ... x, otrzymamy następujący układ równań: 

l/o m -f, <2 )+(f 1 < l> -/ l < i) )a + (f s M-U 2 >)a*+ ... + (/.* W-/««)a"-0 

w < ^o^+(ri»-A»>^+(^w-/,i»)^+...+a- w -/- w V"=o 



(/ n (1, -/ w )+ai (,) -/i (B, > + l/a < "~^')« 9 +.-+C^ (1) -/« p, K 
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Jako układ równań względem różnic 

/o"-/.™. A w -/i w . • ■ • ./^-/-». 

jest to układ jednorodny i liniowy; ponieważ zaś wyznacznik tego 
układu, t. j. 

1, a, a 2 . . . 



jest różny od zera, gdy a, fi, ...» są liczbami rożnem i 3 , co było 
wyżej zastrzeżone, na podstawie więc znanego twierdzenia [art. 2łJ.~| 
wnosimy, że musi być koniecznie 

/ o W-/ l) W = 0, / 1 W-/ 1 ^ = . . .fj»-f m ® = 0. 
skąd wynika następujący układ funkeyj tożsamość i u wo równych, 
zależnych od zmiennych ^ s , jg, . . . #„; 

Jeżeli do dwóch funkeyj każdego / tych układów zastosujemy me- 
todę, użytą przy funkcjach .F, i F. iy dojdziemy do równań, wyraża- 
jących tożsamość funkeyj, zależnych od n — 2 zmiennych .c 3 ,.z 4 , ...#„ 
Postępując kolejno tąż droga,, dojdziemy wreszcie do równań 

co było do okazania. 

Z twierdzenia powyższego wyprowadzić można wiele ważnych 
wniosków, z których przytoczymy następujące: 

I.Jeżelifankcya całkowita jest tożsamościowo zerem, to jej współ- 
czynniki są zerami. 

II. Jeżeli dwie funkeye całkowite F 1 i F. A stopnia m-go zmiennej 
x są równemi dla m-j-1 różnych wartości tej zmiennej, to funkeye 
te są tożsamośeiowo równe. 

III. Jeżeli funkeya całkowita stopnia i«-go zmiennej w staje się 
zerem dla m-j-1 różnych wartości tej zmiennej, to jest tożsamościo- 
wo równą zeru, 
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34. ILORAZ FUNKCYJ CAŁKOWITYCH. 



Niechaj będą dwie funkcyc całkowite F i / stopnia »i-go i if-go, 
[m nie mniejsze od »], a mianowicie : 

Oznaczmy dwie inno funkeye całkowite Q i R, jednę stopnia 
(m— »)-go, drugą stopnia (»— l)-go: 

Q = v »'-''-|-e i ^" , -"- 1 4- . . . +c„ ! _„_,*-f-c,„_„ 
£ = (Ą ) «»-i-|-d; «"- 2 -4- . . . -f d._B* -HŁ-i, 
tak aby zachodziła tożsamo.^ 

Pomnóżmy funkcją / prze z funkeya. Q i dodajmy do iloczynu funk- 
eya. S, następnie porównajmy współczynniki otrzymanej funkcji ze 
współczynnikami funkcyi/*. Na podstawie twierdzenia w art, poprze- 
dzającym podanego, otrzymany układ m-\~l równań 



L K-n Vf *-— 1*1+ • ■ • +V— 

S„,-„ +2 c -f S«_«_, <y4- . . . -)-* 3 o»_ H -|- Ą = aa+a 

S»,e + &*,_, c,-j- . . . -j-fi„o»_ B -4 r (^ 1 = o„ , 
w których dla sy metry i wprowadzono współczynniki b U Ą. u l:„ „j„ L >,..,i„, , 
równe zeru. Z równań 1. możemy wyznaczyć |porówn. art. 20. | 
m-j-1 współczynników 

c , Oj . . . e„,_„, rf u , Ą , . , d a _ u 
a wiec tem samem funkcyc Q i R, z których pierwsza nazywa się 
ilorazem funkcyj Fif, druga frac^i / podzielania iunkeyi /"przez 
przez funkeya, /. 

Do wyznaczenia m — n -f- 1 współczynników ilorazu wystarcza 
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m— a-f-1 pierwszych równań powyższego układu, a miano w ido dla 
wyznaczenia współczynnika c r [r^m— n] dość uwzględnić tylko i" 
pierwszych równań. W samej rzeczy, wyznacznik układu r pierw- 
szych równań jest: 



współczynnik zaś e r przyjmuje postać wyznacznika 
, 6 , , . . . 



(~l) r 



Oj,*!, £ ( , 



a,, 5 r , 5 r _i 



, . 6, 



Ocleni wyztiatzfinia współczynnika d r reszty [r= 0,1,2,.. .n-1] uważ- 
my układ, złożony z m— »-|-l pierwszych równań 1. oraz z jednego 
z równań, które po nich następują,, mianowicie równania 



&« 1 _»+r+lC -f-6 ni _ H + r C 1 -}- . . . -\-b r ^G m _ K -\-d r =)* m - n Ą. r Ą.l, 

będziemy mieli tym sposobem ukiad m — n-j-2 równań, z którego 
otrzymujemy jedno ró- 



j'ii;j:uj;}r 

!Vl!illMO 



M-f 1 liczb c„, ć v 



-a+r+1, i,,- * . 

Rozkład tego wyznacznika na dwa inne daje: 



h 


,0 ...0 ,0 




5 , ,0 ...0 <*„ 


h 


h -0 , o 




«!, ,ł ...0 o. 


*»- 


£„,_„_,.. .6 , 




b,„-» ,*«-«-i ...* 0) a»- 


K- 


s+H-l>*«-»+''- -M-I, <4- 




Sm-B-j-r+l ,&„,_»+,.. .&,■+! ,a„- 
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skąd za pomocą łatwego przekształcenia dochodzimy do wzoru 





0, . 
0,0,. 


. 


b 




( 1) a 


—5 «-»+i 




, * , . 









Wzozy 2. i 3. dają szukane wynuurmi współczynników ilorazu i re- 
szty za pomocą współczynników funkcyj danych. Możemy też wy- 
razić sam iloraz i resztę bezpośrednio pod postaci:; wyznaczników. 
Jeżeli mianowicie do powyższego układu m— ra-j-1 równań dodamy 
tożsamość 

a ,«- H( , o _|_ J) , w -B-] ( , i + . . . -j-c m _ B — Q = 0, 
będziemy miuli układ m — n-\-2 równań, z którego nigujiir. 



otrzymamy związek 



«D 


,6 






«1 


,i, 


, s 





«3 


,b 9 






«*- 


»>*..- 


, K-*-u 


. . . ,* x ,«, 


Q 


,*»- 


, *»— ', 


. . .ar,l 









00, *j, «s . 


. B»- B 


-1 , 8*- 


„,0 




(-D- 


-»)<H- 


-i) 


0,0,0 . 
0,0,0 . 


. 

■ &0 




,1 




V 


-k-H 












. h , b l . 


. &fl-H 


-*,*»-*- 


-I,*" 


.* 








K h,K- 


. &„-»- 


1 , K-n 


,*» 


— 



Gdy zaś w wyrażeniu res 
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podstawimy wartości 3. współczynników d r , dojdziemy po odpowie- 
dnich przekształcę ni ach s do wzoru : 



5. fl=i- 



0,0, 
0,0, 



o A. 



*'"-"-■/ 



l 

Niechaj w szczególnym przypadku funkeya/ będzie stopnia pierw- 
szego, i dajmy, że 

/ = *-A. 
Dla otrzymania ilorazu i reszty należy tedy w powyższych wzorach 
pol o/y (■ 

6 U = i, fij = — ft, b t = 6 ;i = ... =0, 
skutkiem czego dla kolejnych współczynników ilorazu otrzymujemy 



skąd wynika; 



= «„* + «, 



c„,_, = a A'»-i-fa 1 ń' a - 8 -fo 2 fi' n - 8 4- . . . a, 
reszta zaś 7l sprowadza się do wyrazu 
8. d H _ 1 =o ft n '+a 1 A ffl - 1 +a i! ft" , - 2 +. . . + a,„ 



Hosted by 



Google 



t. j. do wartości funkcyi F przy x = h, która, oznaczamy przez 
F(k). Jeżeli więc dla jt = h będzie ,F(fi) = 0, to : 

F = (x-h)j\, 
gdzie / Ł jest funkcja o współczynnikach c , c\,. . . e w _i, wyżej wy- 
pisanych. 

Jeżeli funkcya F staje się zerem dla m różnych wartości zmiennej 
np. dla x = h lt A 3 . . ,,k m , wtedy, na zasadzie powyższego, będzie 
iiyj)ic/ó<l 

F={*~ *)/,, 
gdzie /( jest funkcya oznaczona, stopnia m —I-go, która nie jest 
zerem dla * = A, lecz musi stawać się. sterem dla # = A a , A g . . .A ffl . 
Z tego powodu można znów funkcyą /, przedstawić pod postacie 

/, = («-*,)/* 

gdzie funkcya/ 2 stopnia to— 2-go niu jest zerem fHa* = Ag, lecz 
staje się równą zeru dla m = Ag, . . . ,A„. Można tedy napisać: 

*• = (*-»,) («-*,)/! 

oraz 

/,=(»-»)/„ 

gdzie / a jest funkcyą stopnia m— 3-go. Postępując tij. drosrą dalej, 
otrzymamy funkcyo/,, / s , . . .f m -i,f* kolejno stopnia m— 4-go, 
mi— 5-go....l-go, 0-go, z których ostatnia/,,, jest równa współczyn- 
nikowi a . Tym sposobem doehodzimy do następującego rozkładu 
funkcyi danej ; 

*■(.)=«,(.-«,)(«-»,) ...(■<-*..) 

t. j. do rozkładu funkcyi całkowitej m-go stopnia na m czynników 
stopnia pierwszego. 

Funkcya F(x) stopnia m, stając się zerem dla m różnych war- 
tości zmiennej a; t, j. dla h u A 3 , . . . A„„ nie może byó już zerem 
dla żadnej innej wartości zmiennej, chyba, że [na zasadzie twier- 
dzenia w art. 34. j jest tożsamościowo równą zeru. 

Oznaczenie liczb h„ h. 2 , . . . ,k M dla każdej danej funkcyi F(x) 
t. j. dla funkcyi, której współczynniki są dane. należy do Algebry. 
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35. NAJWIĘKSZY WSPÓI.NT DZIELNIK. 



Jeżeli funkcya 

/■(«)-«.«-+«,•—' + ■ • • +«- 

nie jest podzielną. bez reszty przez funkcją 

/(#)=ą ( *"+* 1 j— H-- ■ ■ + *•» 

wtedy jest; 

grt^ie reszta /i\ jest funkcją całkowita, stopnia n lt nie większego od 
b — 1, iloraz Q jest stopnia równego m — n. Podzielmy funkcya 
przez funkcya. li i niechaj będzie 

liesztii A, będzie stopnia w.,, nie większego od ?;, — 1 . funkcya zaś Q 
stopnia a— n x . Postępując tą drogą, dochodzimy do nastĘpująi-c-jo 
układu równań: 

f = /Q, + ą 
i. ą — j? 2 q 2 + ij 3 



w których stopnie reszt S v B s , . . . R„+i sa . kolejno: n s , n 3 <Zn v 
Bj-<n a ■ . . »/,_!< »^, stopnie zaś ilorazów Q. Q x . . . Q,„ &%'■ m— n, 
a— a,, »j— w a . . . »,!_,—«,,. Współczynniki wszystkich ilorazów 
i reszt można wyznaczyć na podstawie wzorów, podanych w poprze- 
dzającym artykule. 

Z równań 1. otrzymujemy: 

= E,,_ X - Q,,(JZ p _ 2 ™Ą„_iĄ ( - ,) 



Widzimy stąd. że podstawiajmy wyrażenia reszt A',,.. 
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równości, kolejno otrzymywane, dochodzi się do 

zwiazkn 

2. S M . l = P lt .F-\-Q lt .f, 

w którym P„ i Q,, są 1'unkeyami calkowilenii zmiennej r t pierwsza 
stopnia n— »„, druga stopnia m — »„, o współczynnikach, które dają 
sie wyrazić wymicniie przez współczynniki funkcyj danych A 1 i/. 
Kolejne działania, wykonywane według algorytmu, wskazanego 
w równaniach 1., doprowadzają ostatecznie do reszty równej zeru. 
Niechaj taką resztą będzie /'„ ■ ■,_. Poprzedzająca reszta ^„4-1 sto- 
pnia n, t Ą. x będzie albo stalą, różną od zera, wtedy n ; ,_[_,r^0; albo 
też pewną funkeyą całkowitą zmiennej ,v t wtedy n^i >0. W ka- 
żdym razie ta poprzedzająca reszta jV,,-|_i, na mocy równania 



VH 



Qp+\, 



będzie dzielnikiem reszty Ii u , a więc na mocy równań 1. będzie 
dzielnikiem kolejnych funkcyj E u j rU It jl ^- 1 ...R,f, F. Jest ona najwięk- 
szym inspólnijm dzielnikiem funkcyj / i /■'. .leżeli B tl -\.\ jest stalą, ró- 
żni): ud zera, to funkeye dane Fi/ nie mają żadnego wspólnego 
dzielnika, który byłby funkcyą całkowitą i nazywamy je wówczas 
wzyltdnifi piei-n;',zeiiii\ jeżeli zaś i?, ( -..i jest. iunkcyą całkowitą stopnia 
» ( ,łiSl mćłiinf, że obie funkeye Fif za największy wspólny 
dzielnik mają funkcyą całkowitą stopnia n,,Ą.-. 

W przypadku gdy funkeye 7'' i / są względnie pierwsze, gdy więc 
RuĄ.1 jest. stałą, od zera różną,, możemy równanie 2., przez podzie- 
lenie przez. Jt„.\.i, sprowadzić do postaci 

3. \=PF-\-Qf; 

ud /.u; fnnkeya całkowita ./-' będzie stopnia najwyżej n I-go, funk- 
cyą całkowita Q svopnia najwyżej m— I-go. Kładąc: 



możemy współczynniki p i q oznaczyć tą samą metodą, jakiej uży- 
liśmy w poprzednim artykule do oznaczenia współczynników ilorazu 
i reszty. Mnożąc F przez F, Q przez/i stosując twierdzenie arty- 
kułu 33. otrzymujemy układ m-\-n równań 
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a t Po+<i v P, 
a 2?'o+ a iPi+ a o Pi 



+M0+M1 



o»+ łi _ 1 p u 4« ffl+! ,_ 3 pj+ +a»P«-i+*»+«-i?o+^M+B-s7i+--^H+i9"i-2+^9ffl-i=l 

w których dla symctryi wprowadziliśmy współczynniki 

««+l, «M+2> ■ • ■ )««H*-ti Vm. &S+2 • ■ ■ &*+W-l, 

równe zeru. Z tych m-J-n równań oznaczymy m-J-n współczynników 
Po, Pi - - - Pn-1, Jo. ?i • • • ?«-i- 

W samej rzeczy, jeżeli wyznacznik układu powyższych równań, t. j, 
wyznacznik | podany przez Sylvestera] 



**-H- 



, 0, 



0,0,. 



,Ł, 



oznaczymy przez C„, a wyznaczniki cząstkowe, odpowiadające ele- 
mentom ostatniej kolumny, oznaczymy odpowiednio prze/ 

C O0 , C 01 . . . C , „_! , D oa , D M . . . Z* ( >,„,_i, 
otrzymamy 



3. 



?<■ = 



Ai 



mie 3. przyjmie postać 

c = fIs 1 c^^-H-zlF A,*' 



Gdy więc fuiikcye /■' i / są w/gkjdnie pierwsze, zachodzi związek 4. 
w którym C jest od zera różne, i odwrotnie, jeżeli wyznacznik C 
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jest różny od zera, zachodzi związek 4. lub 3., iunkcye F i / są 
względnie pierwszemi. 

Gdy wszakże wyznacznik C jest tożsamości owo zerem, funkcje 
Fif, jak to zaraz okażemy, mają za największy wspólny dzielnik 
pewną funkeya całkowita stopnia p-go [pS:l].W samej rzeczy, 
zwkwek 2., gdy w nim uczynimy j*-\-1=q, przez X s zaś rozumieć 
będziemy resztę B e , w której współczynnik przy iee uczyniliśmy ró- 
wnym 1, a zamiast P,, i Q^ napiszemy wprost I' i Q, \ 
można pod postacią 

5. X s =rF-ł-Qf. 

Kładąc 

p^p^-e-i+p^ e-a-f- . . . -fp a _, 
Q = g rf-e-i-(- ?lfl *-e-3 + , . . +?w _ 
^ e =^-fr li re- 1 + . . .Ą-r s , 

możemy metoda poprzednią wyrazić współczynniki 



"o, Pi ■ 



?o. ?i- 



przez współczynniki funkcyj danycli Fif. Jeżeli oznaczymy mia- 

no wicie wy/,ii;i'.'/iiil; 




przez C L „ a jeft-o wyznaczniki e/.^sikowc. odpowiadające elementom 
ostatniej kolumny, przez 



znajdziemy, jak wyżej; 
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5. przyjmie postać 

6. C s X e = F~*'M C e ,,x«-e-i-i +/7"jf D^^-e-'-!. 

Zachodzenie ł figo zwin/kn stwierdza, że funkcye i' 1 i /mają za naj- 
wicle^y wspólny dzielnik I> e X s , t. j. funkcyą całkowitą, stopnia £-go, 
a nic mają dzielnika stopnia wyższego. Gdy więc wyznacznik C 
jest zerem, wyznaeznik zaś C i nie jest zerem, funkcye .Fi/maja, 
za największy wspólny dzielnik funkcją, całkowitą, stopnia pierw- 
szego A X v Gdy wyznaczniki C i C\ są tożsarnośeiowo zerami, 
wyznacznik zaś <? 3 nie jest zerem, funkcye F i / mają za najwięk- 
szy wspólny dzielnik mnkcyą L\-,X. 2 stopnia 2-go. Wogóle, jeżeli 

C = 0, Ci = 0, C e _ t = 
wyznacznik zaś C g jest od zera różny, wtedy funkcye F i/ mają 
;:a n;ij większy wspólny dzielnik fiiiikeyą C e X s stopnia p-go, a nie 
maja, wspólnego dzielnika stopnia wyższego 6 , 

Jeżeli nakoniec 

C = 0, C,= 0, . . . C„, 
to wtedy funkeya/' jest sama dzielnikiem funkcyi F. 

Tak więc 

C o = 0, 
przedstawia warunek konieczny i dostateczny, aby dwie funkcye 
F i /miały czynnik wspólny. 

Wyznacznik C 1 ,, nazywa siij r-nuownikitiii funkcyj danych. 

Twierdzenia te mają waż:ie zastosowanie w teoryi eliminacyi. 

36. ROZKŁAD PUNKCTI CAŁKOWITE.! WEDŁUG POTĘG INNEJ, 

Jeżeli F i /są dwie funkcye całkowite zmiennej x stopni m i n 
[m^>n\, to pierwszą z nich można przedstawić pod postacią 

F= JW 4. j*»/ + jW/a + . . + .FM/P, 
gdziu i*W, i* 11 ', i* 2 *...^' są fnnkcyami całkowite mi tejże zmiennej 
stopnia co najwyżej (n — l)-go, p zaś jest liezlią całkowitą nie więk- 
sza, od ot/b. 

Pojęciu, T.I. 14 
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Dla okazania tego twierdzenia' podzielmy funkcyą F przez /, 
i niechaj będzie 

f= Q/+m 

Jeżeli stopień funkcji Q jest większy od stopnia funkcji /. podziel- 
my Q przez / i dajmy, że 

Q = Q/ + *™ 
Jeżeli stopień funkcji Qj jest większy od stopnia funkcji/, po- 
dzielmy znowu Q Ł przez /, otrzymamy tedy 

O, - Qif + *« 
Prowadząc to działanie w dalszym ciągu, otrzymujemy s zer eg ró- 
wnań 

Q^ = Q p _ 1 / + ^-» 
Znajdujemy z tych równań 

J 1 = Q/ + FW = (<y + jti))/ + FW 
= F®)+ JW/+ (J,/ 3 
= fW+ JW/ + (Q/ + *■«)/» 

= *■(«+ ypy+JW^ + O,/" 



Ostatecznie wigc, jeżeli Q p _! oznaczymy przez F&\ dojdziemy do 
wzoru, który należało dowieść. Z natury ilorazu wynika, że funk- 
cye F^, F^\ . . . F&~ " są wszystkie stopnia nie wyższego od 
n— 1, stopnie zaś funkcyj Qi, Q 2 > ■ • ■ Q,,-i są odpowiednio nie 
wyższe od m — n. m—2n, . . . m—np, a zatem np musi być 

mniejszeodm, ezylip-< — . 

37. TUNKCYE SYMETRYCZNE. 

Określenie funkcyj symetrycznych podaliśmy już w art. 32. Kie 
wdając sio tu w sze/e^ólowy wykfad teoryi tych ważnych form ma- 
tematycznych, chcemy tu podać niektóre tylko ich własności zasa- 
dnicze". 

Przedewszystkićm rozpatrzmy iloczyn 
1. (*-*,)(,-*,) . . . (,-*.) 
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Który, jak to bezpośrednio widać, jest funkcya, symetryczna, zmien- 
nych ,r 1? a.j, . . . .v u . Wykonawszy mnożenie, otrzymujemy funk- 
cya 1. pod po-d;H'.ią : 

••-(« I +^ + ...+*wK- 1 +(« 1 * l -h» I ^ + ...+*-!«-) *"' 

+ ...+{-iyM l m,...m m 

t.j. pod postacią, funkcyi całkowitej stopnia K-go względem zmiennej .v 
2. + -p l +- 1 + P,+-* + . . . +(-l)>„. 

Współczynniki tej funkcyi, t. j. 

Pi = *i + * s + ■ ■ ■ ' v " 



sa fnnkeyami całke-witemi, jednorodiiomi i symctrycznemi zmien- 
nych fflj, ar B , . . . .r B . Funkcye symetryczne )!.. które oznne/a sit; 
dla krótkości przez 

nazywają się fnnkeyami sy metry e/.ncmi elementarnemu. 
Funkcye jednorodne 

■v+v+ • • • +v, 

które oznacza się krótko przez a, lub S ^ r , t, j. sumy jednako- 
wych potęg zmiennych .^, iw 2 , . . . ,v„, są funkcjami symctrycznemi 
jeduorodnemi; funkcye te możemy wyrazić, jak to zaraz okażemy, 
za pomocą funkcyj symetryczny eh elementarnych. 
W .samej rzeczy, wedla;!; 2. i 3. mamy 

5. a«-p l «—i+ ftl — ■-«+(-l)Fp,-(— « l )(»-« l )..^«-*0. 

Druga strona tej równości jest poddelna przez każdy z iloczynów 
«— *!, «— # 2 . . . z—ań, toż samo więc stosuje się do strony 

pierwszej. Iloraz z podzielenia strony pierwszej przez którykolwiek 
z tych czynników jest. funkcją całkowita stopnia («— l)-go. Współ- 
czynniki funkcyi całkowitej, jaką otrzymujemy, dzieląc stronę pier- 
s/ą równości 5. przez ::•.— a,., oznaczmy przez p^ r \ p 2 (r> ■ ■ ■ Pn-\ n \ 
sam więc iloraz będzie miat postać 
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6. ł ^-i_ ft «^-i+ ....+(- W*""' • • • +(-l)"- 1 Ąl 1 - 
Współczynniki funkoyi 6., obliczymy według wzorów 7,, w art. 34; 
współczynnik pl r > bgdzie miał wyrażenie następujące: 



ż zaś na zasadzie wzorów 6. w tymże artykule 34. jest 

Pi =i5. ( ' ) +Pi-l Wj; r, 

otrzymujemy przeto 

Pl-,«*=(-l)'- 1 |V-Wł>- 1 + • • ■ +(-lY- l Pl-lBr] 

Sumując obie strony względem r, i zważając, że stosując wzory 3. 
do funkcyi 6., mamy 

dochodzimy do związku: 

7. a,— p J ^ 1 +p s s ( -z...+ (-l)'- 1 p.-i9i+C-l)'»>=0 

i = 1, 2, . . . n— 1. 
z którego wynikają tu/samo^ci 

8. s t — ?! 5 2 4- p 2 *! — 3/> 3 = 0, 



+ (-l)->-l)ft- 



= 0, 



znane pod nazwą wzorów New to n a w . Za pomocą z nich wyrażamy 
»!, g s , . . . s„_i przez Pu p 2 , . . . p B _i, to jest przez funkcye syme- 
tryczne elementarne. Rozwiązując równania 7., względem s n s 2 ..-A i, 
otrzymujemy 



jPl, 2 Pj. 3 Pi • 


. . iPi 


; 1. Pi > Pa ■ 


■ ■ Pi-i 


0, 1 , ft . 


. - P,--2 


i 0, , 0. . . 


■ • Fi 
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Dla obliczenia funkcyj symetrycznych s, o skażniku większym 
od n — 1, pomnóżmy tożsamość 

«,»— p 1 * r "" 1 +ft*i."~ 2 + ... +( — l)"p« = 



przez *,*, gdzie fc jest dowolna liczba całkowitą, i w otrzymanej 
nowej tożsamości 

zmieniając r przez wszystkie jego » wartości, a następnie sumując 
wszystkie tożsamości, znajdziemy równość 



*K+k— PlM* 



ifc = 0, 1, 2 . . . 







pozwalającą, nam obliczać s,„ $»+i . . . , gdy znamy już s x , s s ...s n -i, 
i stwierdzającą zarazem, ze wzór 9. jest wzorem ogólnym, służą- 
cym dla dowolnych wartości skażników i, byleby współczynniki p, 
ze skaźnikiem i większym od n uważać za zera. 
Wzór 9. można przedstawić pod postacią 



10. §t=t2(—iyt*A 



, (A,-M a + --U.-l) 



At u* I 



p 1 '-p</-*...p,/-» 



gdzie Aj, A 2 , . . . A„ czynią zadość równaniu warunkowemu 

^ + 2A 3 + . . . +nl„=ż. 
Wzór ten znany jest pod nazwą wzoru W a ring a 10 . 

Naodwrót możemy wyrazić funkcye symetryczne elementarne 
przez sumy jednakowych potęg, to jest przez funkcye s. Mianowicie 
z powyższych równań 7. dochodzimy do wzoru ogólnego. 



11. 



Pi = 



1.2.3... 



0,2,8 



0,0,0. .. . 

W badaniach Wrońskiego ważną rolę odgrywają funkcye sy- 
metryczne, które nazwał funkeyami ale/; powstają one, gdy w roz- 
winięciu m-dj potęgi wielomianu [porówn. art. 32.] uczynimy wszy- 
stkie współczynniki równemi jedności. Funkcye te oznaczać bę- 
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dziemy 11 przez ^m(«]+# a + .. . +««)■ lll!) S^y n ' e zachodni 
obawa dwuznaczności, wprost przez A m \ jest zatem 

12. 4.=J?* 1 « 1 *s n "- . ,*„«» 

o, + « 2 + . . . + a„ = m. 
Funkcje alef dają, się, wyrazie za pomocą funkcyj symetrycznych 
elementarnych. W samej rzeczy, z łatwością dostrzegamy, źe 

4 (*i + •■'! + . . . + *u) = «i + *, + . - . + «„ -=ft, 

-(*,*,+ ... + *-!*,), 

gdzie ^ (*, -J-*g-f- . . . -f- -r«) uważamy jako równe l. 

A (»i +■*+.-+«.) = (» 1 +«,+...-H»»)J,(* 1 +«,+...+.,) 

- (..,..,+ . . . -K_,+.,Mi (•».+*>+ • • ■ +«.) 

=»*+%.+.)-f.'l,(»,+'!ł.-+'.Hf,'l.h+'rf-ł'.), 



to prowadzi do następującego wzoru 1 -' 

13. A, = Pl A,-, -p,4-.-h>,;l|->-...+(-l)~' Pi Ą, 

którego ogólność stwierdzić możmi ze pomocą przejścia od A; do 
A m . 

Z wzoru 13. wynikają nas top u j lic u wyrażenia funkcyj alef pierw- 



-2ptp a +Pi, 
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■<*s = pS - łp^Pz + zp^Pi + zpiPł ~ -Pip* - Zp-iPs+p^ 

Ag =Pi i —hp, i p 2 ~j~ip L s p s -\-6p l 3 p^~Zp 1 i p t —&p l p 2 pg 

+ 2 Pi Pb - Pł + 2 p a p 4 + pj a - p 61 

4 ^Pi 1 — 6 .Pi S ?>2 + 5 Pi*PjH- 10 Pi Ii Ps a — 4 Pi 3 P4— ^Pi^aPa 
+ 3Pi ! P S - 4pj P^ + S^pr-f Sft^ft - 2 Pi Ps + ^PłPz 

- '2PaPi~2PtP t -\~Pj, 

Ą.=Pi a — 1 Pi*V%-\-§Pi''P* +15p,V s - — hpfpi — 20p l 3 p 2 p l 
+ APi 8 Ps-+ 6 PiVs 3 — HłA^ + ^P^PiP* — 3pi 3 p„ 
+ 12p 1 p a s |> 3 — epjpgpg — 6p 1 p s p 4 + 2ftp,+p 3 ł 

- Wn— 3p 2 p a 2 + 2p 3 p (! +2p J p 5 +p ł 2 — p e . 
Ogólnie można wyrazić funkeyą alei' -4, pod postacią, wyznacznika 



PvPvPs ■ 


. . Pi 


1-Pi-Pa ■ 


. . Pi-\ 


0,1, Pi ■ 


. Pl-2 



0,0,0 . 



■ Pi 



który służy dla i\ .«.<.'.] ki eh wartości dodalnkh ska/nika i, byleby 
wartości p, dla skalników i większych od n uważać za zera. 

Na podstawie wzoru 13., możemy otrzymać związek pomiędzy 
funkcyami alef a sumami równych potęg, wyrażający się wzorem 

15. u ( = Sl ^-i+v*<-d- . . ■ -f-Ą-i^-t+Mi. 

Wzór 14., można przedstawić pod postacią analogiczną do wzoru 
Waringa, mianowicie 



i l \L i \...U 



Gdy rozwiniemy tu stronę dnign, dojdziemy do wzoru, podanego 
przez Wrońskiego u : 
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17. A, = p 1 '-p,"ti-l)p, 

+Pl «{(i_2) Pl p, + (i_2).|-.g!} 

-!>,'- , {(>-3)PiVH>'-3) !, -')W. 

+P:'- , {('-*)P, , P i +(''-4)' i -'P, ! fcP>+pJri 
+('-*) JI -P,f^l> s +(-*)«-'^> 



Strona druga przerywa się na wyrazie, iv którym wykładnik przy p, 
staju .sic ujemnym; symbole (Y— 2)-l — ',{*— 3) 3 !"" 1 ... i t. p., I 8 ' 1 ,! 3 ' 1 ... 
mają znaczenie, które objaśnia wzór 

I»l±" ™ l (l±n) (l±2n) . . . (l±(m— 1». 

Za pomoce wzoru 16. lub 17., można obliczać kolejne wartości 
fuukcyj aief, potrzebne zwłaszcza w tak zwanej leleologicznej metodzie 
Wrońskiego rozwiązywania równań algebraicznych. Wyżej po- 
dane wyrażenia fuukcyj alef ośmiu pierwszych rzędów zawierają się 
oczywiście w tym wzorze. 

Zauważmy, źe na zasadzie określenia 12. funkeya alef A t jest 
funkcyą symetryczną jednorodną, którą można rozłożyć na sumę 
funkcyj symetrycznych prostych 





2', 


• , Ą 


'-' '„ Zh 


'-• *,>. 


j? rT :-s x s 












Sh 


~ ,r 3 x 3 


X',-'% 


!,, 




Tak np. funkcyo symetryczne A t , A^ 


A„A„... 


wyrazić 


można 


w ten sposób : 












Aj 


= £•, 














A 


= 2*, 


'+£,, 


*„ 










A 


= Si, 


•+2*i 


\+2*i*i 


",, 








A 


— 2x, 


'+.£*, 


\+£.,\ 


H-2' 


>Sv,+2> 


■ lW » 4 , 
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+.£VV*.+.£«i , '« ! «3* i + .£V«> , «> s 

+ 2;., ■ v», » 4 + S »i '«, «, ». vh2«i wffi • 

it. d. 

W Teoryi liczb stosuje W roński inną własność funkcyj alef, 

Ltón; ]no/iui in^Klstawić w ten sposób: 

18. M*i+*>+- ■ • +«.)-*(«,+», + . ■ ■ + *.->) 
W samej rzeczy, z tożs;tm<i-ki 

przechodząc do 1'unkcyj alef otrzymujemy 

M*+;+. ■■+'.) =4 («, + «. + ■•■+«.) 

+»^,-,(.',+r ! +...+^)+-,M,_ ! (.,,+,,+...+.,,)+...+> 1 », 

*(łkt-«.) = 4,(«.-K*...+..)— {«, Ą,.,(.r a +*,+...+«.) 

+ ^,-,(.<«+,r,+ ... +.,„)+...}. 

Wyrażenie, zawarte iv nawiasie, jest oczywiście równe 

*-. («.+«.+ •••+«.). 

będzie przeto 

Podobnież 

4{«i4^2+"^^i)=4{*i-H'2+-»+ a '») — *„^-_ l (* l -(-.r s +„.-Kr,). 
Odejmując od siebie ostatnie równości, dochodzimy do związku 18. 
ronicważ ^ i ,1'i, są dowolnemi z pomiędzy liczb #,, # 2 ..,a'„, możemy 
więc. kładąc za nie x p i # ? i oznaczając dla skrócenia £,-|-# 2 +...+£n 
przez X, napisać wzór 1S. pod postacią, nadaną mu przez Wroń- 
skiego 14 
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19. A, (i- .,) - A, (Z - .,) = (*, - ,J J, (2T). 

Wszystkie podane wzory uli ivyrLiżu;iic fuakcyj symetrycznych 
przez funkcye elementarne wynikają z ogólnego twierdzenia, orze- 
kającego, że taii/a fuukcya eylkowittt symetryczna może być przed- 
stawiona jako funkcya całkowita funkcyj symetrycznych elemen- 
tarnych. 

W samej rzeczy, daną. jakąkolwiek fuukcya, symetryczną q? upo- 
rządkujmy w sposób następujący 15 . Niechaj a, będzie wykładni- 
kiem najwyższej potęgi zmiennej & L , zachodzącej w wyrazach tej 
funkcyi, a 2 wykładnikiem najwyższej potęgi zmiennej ,i\,. znajdu- 
jącej się w wyrazach funkcyi po czynniku ,i.*,">; « 3 wykładnikiem 
najwyższej potęgi zmiennej .x' 3 , znaj duj (te ej się w wyrazach funkcyi 
po czynniku .i\"^v 2 <", i t. d. ; wreszcie niechaj a„ będzie wykładni- 
kiem najwyższej potęgi zmiennej .v„ w wyrazach funkcyi po czyn- 
niku x i ,, 'j:<«* . . . #„_!">!-!. Otóż wyraz 

gilzie ł' jest współczynnikiem stałym, przyjmujemy za pierwszy wy- 
raz funkcyi <p. Z powyższego wynika, że niektóre z wykładników 

a u « 2 , a-i . . . «„_i, o*, 
moc;! być zerami, że każdy z nich może być równy poprzedzające- 
mu, lecz żaden nie może być większy od poprzedzającego. Gdyby 
bowiem było naprzykład o 3 > a. 2 , wtedy — ponieważ w danej funk- 
cyi symetrycznej być musi i wyraz cv i a ^c. i a \v. j a '...x°*-\x l fn — nie by- 
łoby .'V'' najwyź.izit potęga zmiennej ..-,, następującą, po ,*,«>. 

Mając już pierwszy wyraz funkcyi <p, przyjmujemy jako drugi 
jej wyraz ten, w którym zmienna .r, ma wykładnik najwyższy po 
wykładniku «,, zmienna x 2 wykładnik najwyższy po czynniku, za- 
wierającym pote.ee pierwszej zmiennej i t. d. Tym sposobem będzie 

Z wzorów -1,, po podniesienia obu stron pierwszego z nieh do potęgi 
a i — a 2i drugiego do potęgi « a — a 3; . . . ., przedostatniego do potęgi 
a» — ««— n ostatniego do potęgi «„, a następnie po pomnożeniu przez 
siebie otrzymanych równości, dochodzimy do związku 

20. c.p,".-"^-". .... p M _ 1 = w _=„_i ps* 
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Pierwszy wyraz strony drugiej będzie oczywiście równy 

to jest wyrazowi pierwszemu funkcyi danej <p. 

Jeżeli funkeya, symetryczna- 20. oznaczymy przez P, to różnica 
<p — P będzie nowa. funkeya. symetryczna, <p u do której można 
zastosować toż samo postępowanie i dojść w ten sposób do 
funkcyi symetrycznej <p L =/p~P u gdzie i 1 , powstaje tak samo jak 
funkeya P, przez podniesienie funkcyj elementarnych p lt p 3 ... do 
l>ozty r ' wskazany ii li przez różnice wykładników w pierwszym wyra- 
zie funkcyi cp\. 

Proces ten doprowadza do szeregu funkcyj symetrycznych 

VnVi 9"-i> V't 

czyniących zadość równościom 



<Fi 






gdzie funkeya (p, jest stałą. Z tych równań wynika 

< p = F-\-P 1 +P s -\- . . . -fit-i+Tł, 

co stwierdza właśnie, ze funkeya q> daje się przedstawić jako funk- 
eya całkowita funkcyj elementarnych. 

Sposób, w jaki dowiedliśmy ogólnego twierdzenia o funkeyach 
symetrycznych, jest zarazem metoda, przedstawiania ich za pomówi 
funkcyj symetrycznych elementarnych. Metodę tę obmyśli! Wa- 
ring. 

Przykład. Niechaj będzie dana funkeya symetryczna 

<p = .s.-W*,. 
Pierwszym jej wyrazem jest 

zatem a x ~Z, n a = 2, aj — 1 ; a : — a 2 — 1, a., — u :s — \. Two- 
rzymy 
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** = Pi Pa Pi = -£*i ■-£ *i "a-2 *i *2 **■ 
Wykonawszy iloczyn funkcyj symetrycznych ^^dJ^i^, 2>irc 2 * s , 
otrzymujemy funkcyj symetryczną 

skąd 

P! = <p — P= — 82>, s tfg*,# 4 — 32>i*W— 82?W*s*4 
— 222>iV,ff l « 1 * B — 60 27*, »j * 3 * 4 *j *„. 
Pierwszym wyrazom funkcji cjj jest 

a kolejne różnice wykładników sa. 

2, 0, 0, 4; 
tworzymy przeto funkcją symetryczną 
P l= -3Pi 2 P+= -ZiZ^f.Za:^^^ 

= — 327V*s*j*4 — 627*i*V*ji*4— 27 <£ V*Vj ' t 4^ 

- 90 27*i*2* s *4* 5 *g, 
oraz różnicę 

^ = c^ - P 1 = - 327 V W - 2^W«i*< 

+ 5 27 *i 2 * a *3 - r * *( + 3 •> -£ *i <"a *a *4 ' r 5 *,: ■ 
Pierwszym wyrazem funkcji c> 2 jest 

a kolejne różnice jćj wykładników są; 
0,0, 2; 
tworzymy przeto funkcya, 

= -3 2>! 2 W— fi*! 1 *!'*!*,- 1827V*a*S*4*5 

— 60 27«,#a* 3 <B 4 * s *,;, 
skutkiem czego liędzie : 

cj 3 =c> 2 ~i' i ,=i27a'i^ a ^ 4 + 2327^, 2 ^^ s .v 5 + 9027.r 1 ^*3*A^i 
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gdzie pierwszym wyrazem jest 

a kolejne różnice wykładników są 

0, 1, 0, 1. 
Tworzymy funkcyą 

+ 60 ^^^^« 4 «i, 

tak że 

gdzie pierwszym wyrazem jest 

7x 1 i m 3 x i x i a b , 
a kolejne różnice wykładników wynoszą 
1, 0, 0, 0, 1. 
Tworzymy dalej funkcyą 
P t = 'PiPs = 7 ,£ *!.,£*! «i« s * 4 *5 

= 7 ,2 V s s * 3 * 4 # 5 + 42 ^ a, #, # 3 « 4 ^ 5 ^ 
li «iec 

<Pó = fi ~ Pi = ~ I** -S *i ^2 *3 x i *5 ^B- 

Pierwszym wyrazem funkcji <p b jest 

kolejne zaś różnice wykładników są 

0, 0, 0, 0, 0, 1 ; 
tworzymy więc funkcyą 

skutkiem czego "będzie 

tak że ostatecznie 

c, = i" + P, + P s + P, + P 4 + Ą ■ 

to jest 
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H«i%\ =PiP-J>3 - 3ft s p 4 - 3p» s +4p s P 4 + TpiPs - 12p 6 
Z tego przykładu widać, że przedstawianiu funkcyj symetrycz- 
nych za pomocą funkcyj symetryczny cli, w zasadzie prosto, jest je- 
dnak w wykonaniu za pomocą, metody Waringa żmudne, bo wy- 
maga wielokrotnego mnożenia funkcyj symetrycznych elementar- 
nych. 

Zauważmy, że ogólny kształt każdej funkcyi symetrycznej, wy- 
rażonej przez funkeye symetryczne elementarne, jest 

21. <p = 21Ap 1 1 *p t l >. . .£>/" , 

Kii.ihi.iiie przeto, u którcm mowa, sprowadza się do oznaczenia naj- 
przód wykładników k v A 2 ...X», a następnie współczynników A we 
wszystkie! i wyrazach. Oznaczenie wykładników jest rzeczą łatwą 
i opiera się na pojęciu tak zwanej wagi, wprowadzonem przez Cay- 
ley'a i Sylvestera. 

Przy sprowadzaniu funkcyi symetrycznej 

22. p=2>i" ł *a"'- ■ • « n ° B 

do postaci 21. zachodzi mianowicie, jak to zaraz okażemy, ta wa- 
żna okoliczność, że stopień funkcyi 21. jest równy najwyższemu 
z wykładników a v a s . . . a n , wykładniki zaś X lt X. 2 . . . ?. a czynią 
zadość równości 

23. l 1 + 2Z,+ ...+nh = a 1 -ł-a,+ ...+c. 

W samej rzeczy, jeżeli w wyrażeniu 21. zamiast p lf p 2 , . . . p„ na- 
piszemy odpowiednio, co jest dozwolonem na mocy równań 3., 

gdzie l u m ; , / 2 , m i , . . l v ,m„ są fmikeyami ealkowitcmi zmiennych 
w l . . . «ł_i, **^-i . . . #„, otrzymamy wyrażenie 

y = ^(/ 1 AY-H») ; - 1 (^«*+»»i) 2a . - ■ (&.**+»»*)'-» 
którego stopniem względem ą- jest oczywiście .najwyższa wartość 
sumy A x -|-4+ ■ ■ ■ +^n, ta zaś jest równa najwyższemu z wy- 
kładników a v a 2 . . . a„. Dalej znów, \'Ay w 22. zamiast se v .v. it ..*v„ 
napiszemy oz u o« 2 ,...os„, to oj przejdzie w g" ■+">+■ ■■+ a mf; jednocze- 
śnie zaś funkeye symetryczne elementarne p lń pj . . . p„ jako funk- 
eye jednorodne, na podstawie twierdzenia w art. 32., przechodzą 
w gPu pVs ■ ■ • e"P>i< V rzez co draga strona równania 21. staje sig 
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otrzymujemy wice 

skąd bezpośrednio wypływa warunek 23. 

Liczba J.,-|-2^ r -j- . . . -\- u '/.., nazywa sit; wagą wyrazu 

Pi- Pt'". ■ -Pn" ■ 

Fimkeya. której wyrazy maja wagi równe, nazywa sig iioburyczną. 

Pr tyklady 

Funkcya £a l =m 1 -\-.v s -j- . . . & H = p 1 ma wagę równą 1. 

Funkcya ^,-c 1 ,r. 2 = p s ma wago równi; 2; takąż wagg ma funk- 
cya symetryczna 

■S*!**^ = Ps, 

Zł^ + S^ł^ł-ftPr 

maj;; wagg równą ;{. 
Funkcje: 

JE ^ ^j « a # 4 = p 4 

Z *i s *s * 3 + 4 -2>i *a * a * 4 = 2 J i Pa 

i t. d, mają wagę równą 4. 

Twierdzenie powyższe ułatwia wielce przekształcanie funkcyj sy- 
mclrycznycli dowolnyeb na funkeye elementarne. W samej rzeczy, 
jeżeli mamy przekształcić imtkeyą up. £-'\ z ■!'./*.?$, to wiemy na 
zasadzie tego twierdzenia, że odpowiadające jej wyrażenie, złożone 
y. funkcyj elementarnych, musibye stopnia trzeciego i wagi równej 
!>., t. j. że zawierać będzie wyrazyp 1 j; s ,p ;! ,;) 1 ii p 4! p 3 2 ,p i ,p 4 ,PiP; i ,p H , 
pozostaje wiec tylko oznaczeniu współczynników. 

Do tego celu służą specyalne tablice funkcyj symetrycznych, uło- 
żone przez Me i era Hirecha 16 , Cayley'a 17 , Faa deBruno 1 " 
Rehof ovsky'ego 19 . Objaśnimy tu układ i sposób użycia takieb 
tablic według sj mbolistyki Cayley'a, 
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Funkcye symetryczne oznacza się, za pomocą symbolu, z 
jącego wykładniki jej elementów, tak np. funkcyą. J£# x oznaczamy 
krótko przez (1), ^x 1 x 2 przez (11) lub (l 2 ), ^.t^^ przez (111) 
lub (1 3 ), £^\ przez (31), 2^%% przez (321), ^/^s-^ 
przez (43111) lub (431 3 ) i t. d. 

Funkcye symetryczne, wyrażone przez funkeye elementarne, ozna- 
czamy za pomoc;; podobnych symbolów, w kiórych wykładniki za- 
stępujemy wagami. Musimy wszakżo zwrócić uwagę na to, że w ta- 
blicach funkeyj symetrycznych zamiast 



. P a > Pa ■ 



■ Pi- 



0]=— p 1 ,a a =pj,o 3 =— p 5J . 



=(-l)-p- 



Funkcya a^-a/- 
tak że np, 



. oznacza sig ■/.& pomocą symbolu i x i'*' i"'-'" 



o, 9 =l S , « 2 2 =2 2 , a a a 3 = 23, a t = 4. 

ai 4 ffl 3 =l 4 2, a l a a a J =123, W*i = lS223 > * *■ P- 
Pr/y tiikiem znakowaniu, funkcya, którą obliczyliśmy wyżej za po- 
mocą metody Waringa, przedstawi się pod postacią 

(321) = 123 - 3.1 a 4 - 3.3 2 + 4.24 + 7.15 - 12.6 
a funkcye, podane w przykładach na poprzedzającej stronnicy, 
w sposób następujący : 

(i) = i, 

(1=) - 2, 

(2)4-2.(11=1", 

(!•>-=»■. 

(21) + 3.(1 "J = 12, 

(3) + 3.(21) + 6.(1') = 1>, 

(l 4 ) - *, 

(21') + 4.(1') = 13, 

(2") + 2.(21') + 6.(1') = 2'. 
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Tablice funkcyj symetrycznych kolejnych wag są tak urządzone, 
że w kolumnie pierwszej po stronie prawej są wypisane wyrażenia 
funkcyj symetrycznych w zmiennych a> lt ie 2 ..., w pierwszym zaś wier- 
szu poziomym od góry agregaty funkcyj symetrycznych elementar- 
nych; w innych kolumnach i wierszach są wypisane współczynniki. 
Do każdego agregatu postaci pierwszej należą współczynniki, znaj- 
dujące sie w tym samym wierszu poziomym; współczynniki te, 
przy przekształcaniu funkcyj symetryczny cli, wypisują się obok od- 
powiednich agregatów postaci drugiój. W przypisach 2 " podajemy 
tablice funkcyj symetrycznych, odpowiadające wagom od 1 do 8 
włącznie, tu zaś na kilku przykładach objaśniamy icli użytek. 

Przykłady. 

1. Mamy do przekształcenia funkeyą J^,?^. Funkcya ta jest 
wagi —2; znajdujemy ją pod formą (l 2 ) w tablicy2-ej. będzie więc 

(!■) — + 1.1* — 8.2 

t.j. 

^0, s = a 1 * — %a s =p 1 a — 2p r 

2. Niechaj będzie do przekształcenia, funkcya, wyżej podana: 
^,;.', :l .r ;; .r s . i . Funkcya ta jest wagi=^6. Znajdujemy ją w tablicy 6-r'j 
pod postacią (321) ; współczynnikami jej są 

4-1, -3, -3, +4, +7, -12 
a odpowiedniemi agregatami funkcyj symetrycznych elementarnych: 

123, 3 2 , 1H, 24, 15. 6, 
otrzymujemy przeto 

(321) =+1.123 -3. 3 3 — 3.1*4 + 4.24 + 7.15-12.6 
t.j. 

,£r 1 >* l >*i= > «i' l l"l - 3 V- 3Vi + ±«2«i \la x a.~\1a t 
= V\ViPz - 3p.,*— 3pi S P 4 + 4 PsP*+7PiP 5 -12p 6 

3. Dajmy funkcya 

Podług tablicy 6 -ej jej współczynnikami będą 

Pniłd.,T.i. 15 
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1, O, -2, — 1, 6, 
a odpowiedniemi agregatami 

3 S , l s 4, 24, 15, 6; 
znajdujemy przeto 

(31 3 ) = 1.3* + 0.1*4 - 2-24 - 1.15 + 6.6, 
a wiec : 

= Pł — 2 P#4 — PlPó+%- 

Niechaj będzie jeszcze funkeya symetryczna 

2* 1 ** t *,-2*J'»ł* l i = (W) — {*&*). 
Podług tablicy 8-dj mamy : 
(61 a > = l.l s 3-5.1'23 -f 5.12^3 + 5.1 2 3^-ó.23 2 — 1.1 4 4 

+ 4.1*24 — 2.2^4 — 9.134 + 4.4 2 + 1.1 3 5 — 3.125 

+ 8.35 — 1.1*6 + 2.26 -J- 1.17 — 8.8; 
(42 S ) = 1.P3 2 ~2.23 3 + 0.1H- 2.1*24 + 4. 2 2 4+0. 134 

-4.4* + 2.1 3 5-4.125 + 8.35 -2.1*6- 4.26 

+ 8.17-8.8; 

(61)*— (43*) = l.l s 3 — 5.1*23-}- 5. 12 2 3 + 6.1*3 3 -7.23* 
- 1 . 1 4 4 - 2 . 1*24 + 2 . 2 2 4 - 9 . 134 -f 3 . 1 3 5 
-7.125+16.35— 3. 1 2 (j — 2.26 + 9.17 —16.8; 

t.j. 

Sm^wfy - JSi&aW = «iS - W a A + 5 «i<«s + <W 
-7a a V-V«* + 2V« 1 « 1 +2«A4 

— 9rt, a :i a 4 + 3 «j 3 <j, p — Tii^.u-, + ltla 3 a 3 

— 3V<% — S«h^ + »"i«i - 16a s- 
lub 

j^i 6 - 1 '^ — XVW= Pi E Ps — 'i'iV!Pi + żpipłih + 6 Pi 2 p3 s 

— "'PiP-ł - Pi i P i -]-2p 1 %p i J r 2p. 3 '> } ? i 

— ^PiPzPi + 3pi% - 7piPsP :i +16p s p s 

— 3Pi a P 6 - 2p B p 6 -f9piP 7 — 16p 8 . 
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Tablice funkcyj symetrycznych mogą też służyć do obliczania 
funktyj uluf. \Vsaim\i i-/Anv/y, dajmy, że mamy do obliczenia funk- 
cyą A b . Funkcya ta, jak wiadomo, jest suimi funkcyj symdryez- 
nych (5), (±1), (32), (31 s ), (2 2 1), (213), (5 ft ), którym odpowiadają 
następujące współczynniki: 

— 1 przy agregacie l" 1 , 

+5—1 = 4 „ , 132, 

-5+3-1 — 3 „ „ 12 2 , 

-5+l+2-l~— 3 „ „ 1 2 3, 

-4-5—5 + 1+2 — 1=2 . „ 23, 

+5—1—5+1+3—1=2 „ „ 14, 

_5 + 5 + 5-5-5 + 5-l = -l „ „ 5, 

bgdzie zatem 

Ą = — l.l 5 + 4.1 3 2 — 3.12 2 - 3.1 2 3 + 2.23 -+- 2.14 — 1.5, 
to jest 

A i = — a i 5 + 4a i 3a s — 3«i«i s — 3ai 9 «3 + 2o I a i +2a B B 3 — o, 
lub 

A = Pi 5 — *ft ^ 3 + 3p, p a 3 + 3 Pl *p 3 — 2 ftPi — 2 P jp 3 + Pi . 
Wynik ten jest zgodny z podanym wyżej. 

W końcu wspomnimy jeszcze o metodzie, za pomocą której 
Kronecker 21 sprowadza badanie funkcyj symetrycznych, zale- 
żnych od zmiennych ^[,.r e . . . , .%■„ do pewnego układu takieiiżu 
muLcyj, /uauL^o ukladtai tnsadifiazijin. Do ulumlii zusudiik i v gu na- 
leżą fiinkcye 

£„'..,-. . ..-„_,--,, 
dla których 
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W samej rzeczy, jeżeli iloczyn 1., który jak wiadomo, równa się 

.„. _ Pl «~. + Vr ,-> + . . . + (_1)- p„ 
podzielimy przez iloczyn fe — 1 czynników : 

( M ,) (■»-"-.) . . .(*-*»_,), 
otrzymamy iloczyn n—k-\-\ czynników 

{i-SiK—mtu} ■ ■ ■ {*-*») 
pod postaci!! funkcji całkowitej stopnia (n — &-|-l)-go, której 
współczynniki, na podstawie teoryi, podanej w art. 34 wyrazić mo- 
2na, jako funkcje całkowite liczb 

«i, - T 2 ■ • .**, Pi- pj. ■ ■ P». 

Funkeya ta staje się oczywiście żurem dla = ,?;.-; kładąc więc 
w niej a: k na miejsce ,r, otrzymujemy równanie, którego pierwszym 
wyrazem będzie ,r ; -~"- t +' 1 , a pozostałe wyrazy zawierać będą potęgi 
liczby «■„ o wykładniku mniejszym od n— fc-j-1. To więc równanie 
daje nam możność wyrażenia każdej potęgi liczby .%, wyższej od 
(n — fc)-ej za pomocą potęg niższych. Kładąc więc fe = l,2...n, bę- 
dziemy mogli każda, funkeya, zmiennych .?■,, .-i' 2 . . . .-* , „ sprowiłd/ń' 
do takieli funkcyj całkowitych, które względom zmiennej .s, sa, sto- 
pnia n — 1, względem zmiennej ie t stopnia n— 2, . . . względem 
zmiennej ..■■,. stopnia 0, a których współczynniki są funkcjami cał- 
ko wit cm i funkcyj symetrycznych elemf.ntaniyeh. Tym sposobem 
twierdzenie ogólne o funkcjach symetrycznych zostało jeszcze raz 
dowiedzione. Funkcyo całkowite, do których zredukowaliśmy funk- 
cye dane, stanowią układ zasadniczy. 

Funkcyo tego układu można uporządkować według ich wag, wy- 
pisując najprzód funkeye symetryczne o wadze równej 1, następnie 

funkcje o wadze równej 2, . . ., w końcu o wadze równej — - — . 

38. POCHODNE PUNKCn CAŁKOWITE T. 

Niechaj będzie funkeya całkowita n zmiennych ,r 1} .r 2 , . . . ,?■„: 
Uporządkujmy tę funkcją, według potęg jednej ze zmiennych np. 
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zmiennej Ą i dajmy, że otrzymujemy wówczas funkcją całkowitą 
stopnia m t względem tej zmiennej : 

2. F = ■«> ^-H^C-H" • ■ --H5 -t**+^-i*'+ rf £ i *S 

współczynniki a/<>[Z=0,l, 2 ... m,-"| są tu funkcyami zmiennych 
:t\, x a . . .*i_i, **+( . . . *»■ Każdy z wyrazów funkcyi 2. pomnóż- 
my przez wykładnik znajdującej się w nim potęgi zmiennej x t , 
a następnie w każdym wykładnik zmiennej zniżmy o 1, t. j. zamiast 

n;i])i:-/my 

4. (mi— ł)a/'>x;'»r'- i 

[Zamiast ostatniego wyrazu a,i!. ■*'? napiszemy oczywiście 0]. Na- 
zwij mv wvr;iżenir 4. fioi:hod)i'i wyrazu ■!. 'iczględe-m znuennuj .'■, 
i utwórzmy funkcyą stopnia m, — 1, złożona z wyrazów postaci 4. 
Funkcya ta 

*,<#*-,- 1 +('*-iK' , «rr , + • ■ - +8<_,*rH.*-i 

nazywa się pochodna funkcyi całkowitej F względem znuenwj .v. 
i oznacza się przez 

F tj lub D r .F. 
Będzie tedy 

5. F x . = D Xi F=2 (m—l) af a>»r ' ~ ' 

Z tego określenia wynika : 1°. że pochodna funkcyi c;;i kij'. 1 , it '.j 
w/;.;[<jd<_-.i:i zmiennej .?.■; jest równa sumie pochodnych jej wyrazów 
względem tejże zmiennej; 2°. pochodna względem zmiennej ,?,■ wy- 
razu, zmiennej tej nic yawienij;}erL r o, jest równa zeru; 3°. st<!pk-ń 
pochodnej względem zmiennej #,- jest o 1 niższy od stopnia funkcyi 
pierwotnej względem tejże zmiennej. 
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Zmieniając we wzorze 5. skaźnik ;', to jest kładąc kolejno 
i = 1, 2, 3 . . . n, 

otrzymujemy n pochodnych i^,, jF^. . . F Xfi . 
Niechaj będzie naprzykład funkcya jednorodna 

6. F = £c n . a *,«t*-°«.„*°f-i ffl?,a»H-l . . - .i'„°" 

' ■" " i-i ' ą-i 

Biorąc według prawidła pochodne wztrledem zmiennej -r,-, znaj- 
dujemy 

skijil 

- «, *,,«,..!.„ i ■ a — i ._ 1 _. y+1 „ 

Suma podobnych równości dla ('= 1, 2, . . . n daje 1 

2* t F* t = £ <W.«(«, +« a + ■ - - + a,) *»«■*,"• . . . *%> 
= (ai-Wt- ■ • • +a») ^ <W«, *f *? • ■ ■ K a 



= mF, 



Bk$d 



-2*tP., 



Wi:!jr ten, zwany wzorem Eulera, wyraża następującą, własność 
funkcyj całkowitych jednorodnych. 

"Każda funkcya całkowita jednorodna stopnia m-go, zależna od 
n zmiennych, jest równa m-ćj części sumy pochodnych, wziętych 
wz;;kjth:m każdej -/,n zmiennych a pomnożonych prze/ zmienne od- 
powiednie". 

Własność ta przedstawia pod inną po stada twierdzenie O funk- 
cy ach jednorodnych, podane w artykule 32. 

Do funkcyi 5. można zastosować to samo działanie, jakie stoso- 
waliśmy do funkcyi 1. lub 2. Biorąc pochodną wyrazu 4. względem 
zmiennej x t , znajdujemy; 

a suma wyrazów 8., t. j. funkcya całkowita stopnia (m, — 2)-go 
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2 {im—ł) (nu — I-i) afafr^* 

jest pochodną funkcyi F* Sf względem zmiennej .r, ; czyli jest pocho- 
dną pochodnej funkcyi danej F; nazywamy fypoehodną rzędu dru- 
giego lub pochodną drugą funkcyi F i oznaczamy przez Ą fi albo 
przez F' r , a , albo wreszcie przez IP S F; będzie zatem 

9. &•<;,*= IP*F= £ {m t —l)(m t —lr-l)dpĄc t -* 

Wyraz 4. jest funkcją całkowitą nietylko zmiennej x t ale wogóle 
i pozostałych zmiennych; modemy przeto otrzymać pochodną jego 
v,/.g]r(I(]in którejkolwiek z tych zmiennych np. względem ,?*; w dzia- 
łaniu tern czynnik m i m r l ~ l należy wtedy uważać za współczynnik 
stały. Pochodna tedy wyrazu 3. względem m k będzie równa : 

10 . ( fflf -0*, m '-^ 1 -D« I o/ 

gdzie pochodną funkcyi całkowitej «,■■' względem .->'./,■ wyznaczamy 
na podstawie tego samego prawidła, podług którego oznaczyliśmy 
wyżćj pochodną, względom .>v funkcyi i 1 " 7 . Biorąc sumę wyrazów po- 
staci 10., otrzymujemy pocliodną względem ie t pochodnej F^; tę 
pochodną drugą funkcyi F oznaczamy przez F' x ^ k lub D\* k F, 
będzie tedy 

1 1. F' = jy mn F=- £ («H— l) D. t a\'Kx»i - ! ~ ' 

Wzór 11. obejmuje w sobie n(n— l) pochodnych, które otrzymuje- 
my, zmieniając skażniki *i k; pomiędzy temi pochodnemi będzie 
wszakże tylko połowa różnych, o czem przekonywa twierdzenie 

12. -FVt = r V,- 

uyrairające, że pochodna druga nie zależy od porządku skuźników. 
"W" samej rzeczy, biorąc pochodną wyrazu 3. względem zmiennej 
*t, otrzymujemy 

pochodna zaś tego wyrażenia względem &, , ponieważ ZW° od w t 
nie zależy, będzie 
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to jest zupełnie identyczną / wyrażeniem 10. Jest zatem: 

skąd wynika prawdziwość twierdzenia 12. 
Pochodnych rzędu drugiego różnych będzie - 



lH±> 



Od pochodnych rzędu driniiu^o możemy pr/ujść do pochodnych 

rzędu Wzec/effo, biorąc pochodne turikcyj całkowitych 9. i 10. wzglę- 
dem którejkolwiek ze zmiennych, i tak biorąc pochodne funkcji 
całkowitej 9. względem zmiennej ie lt otm mniemy pochodna r:ohi 
trzeriryo lub porJiodmt Wiesia funkeyi F względem s, . Wyrażecii' 
i.ćj pochodnej jett następujące: 

13. J*" a .,=.D%sF^ ^' (■ą r -l)(« ł -l-l)(«ą,-ł-2)ap^- , -» 

Biorąc zaś pochodną funkeyi całkowitej -/'"".r^. lub J%j ( - w/glęrtem 
znajdziemy : 



li. F\^ r = jD%. Vf F= Z (m;-l)D\r r af^-<-^ 

I tu sposobem, podobnym do podanego wyżej, przekonać się można. 
że pochodna 



nie zależy od porządku skaźników. Postępując !ą metodą dalej, do- 
chodzimy do pochodnych rzędu czwa/łijo, pudego i t. d. Pochodne 
te będą, miały następujące wyrażenia : 

^' 1 = DV-f= i (m f -t)(m i -ł~l)(m i ^i-2)(m i -ł-3)af l ^i-' 
PT. - D*efF= Ź («r- 0("#- l-IJCm- i— 2)0*— l— 8}(mr- '— ±H J - 

JW =i>« P= i" (».— !)(■,- 1 — 1) . - - («j — *—#+■!) aj *-* ~ '— 
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Pochodna rzędu m^-go funkcji i- 1 względem ^, bgdzic składała się 
z jednego wyrazu 

16. i^^Z^J, f =m i (m l -l)(m, — 2) . . . 2.1.4" 

t» just będzie nmkcyą całkowitą, zależną tylko od zmiennych po- 
zostałych. ;i wszystkie jt'j następne pochodne względem zmiennej ,;■,■ , 



będą zerami. Jeżeli w szczególności funkcja F jest funkcją całko- 
witą stopnia m jednej tylko zmiennej #, to kolejne jej pochodne: 
pierwsza, druga i t. d. sa, funkcjami calkowitemi stopni: m — 1, 
"i — 2 . . ., pochodna rzędu m-go jest stopnia zero, czyli jest liczb:; 
stałą, a wszystkie pochodne rzędów wyższych od m-go są zerami. 
Niechaj będą dwie furtkeye całkowite zmiennej -v 

F 1 = 2 l a^, F i = Z fl .h ft !c:-, 

pokarajmy się oznaczyć pochodną ich iloczynu I'\ F. : w/^Wciii 
zmiennej a. 
Ponieważ 

F X F., = 2i^o A 6^**^ = S^a^a^^, 
przeto na podslawie określenia będzie : 

skąd wynika wzór 

17. D x (F 1 F i ) = F^D^+F^.DzFz 

ivyr;!,/i<j;icy. że pochodna, iloczynu dwóch funkcyj równa się sumie 
iloezjnów pierwszego czynnika przez pochodną drugiego i driu:iec;o 
czynnika przez pochodną pierwszego. 

Na zasadzie tego twierdzenia możemy otrzymać prawidło, we- 
dług którego znajdujemy pochodną trzech, czterech i w ogóle skoń- 
czonej liczby czynników. 

W samej rzeczy : 
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F X F S F, = (^.F 2 ).F 3 , 
a więc według 16. 

Z>„ (F, F 2 F 3 ) = F t J>. (*", F a ) + F, f^S.f, 

= F 3 (F^.D^ -\- F v D a F % ) -j- F^.DJ^ 
= F^.D^Fj -\- F^DuFi + F^.D^ 

Podobnież będzie 

D a (F,F i F ii F i )=F s F t F i .I> x F 1 +F i F a F l .D x F a -\-F 1 F i F i .D t; F tl 

-^•F 1 F i F s D x F i 
i w ogólności 
18. D x (F L F a ... Ą_j F„) = F 2 . . .F„ .D x F 1 

+ F,F 3 ,,,f i ,iJ t P l +. ,.+ *i*|. . . F„_i..D,F„. 
Jeżeli przez nazwiemy iloczyn F^. . ,F„, to wzór 17 możemy 
przedstawić pod postacią 

Zakładając F,=F,,= . . . = F„*=F, a wiec 0= F", otrzymu- 
jemy z wzoru 17. 

20. D^F"—nF"- l ,D,F, 

t. j. wzór aa pochodną potęgi funkcyi cn.lkowi1.ej. Biorąc pochodną, 
obu stron wzoru 16., otrzymujemy na zasadnie tego jurnego wzoru: 

B^F,F s )=:I> a F, . D x F t + F a . D%F^D X F s .D F 1 -\-F l D%J-\ 

= F 2 . D^Fj +2D F v D m F a -\-F 1 .D%F 3 
Biorąc pochodną obu stron, będziemy mieli 

Dl (F 1 F s )=F a .D%F 1 ■\-W x F i .Dl>F l -\-ZDl.F v DzF 1 
4-Fj.i^.Fj,, 
a postępując w ten sam sposób dalej, dojdziemy do wzoru ogólnego 
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D" m (F L F t ) = F^D^Fj + m I),. F^D^l^F, 



którego ogólność stwierdzić można. przediodząc od rzędu m do rzę- 
du m-j-l-go. Wzór ten, znany pod nazwą, wzoru Leibniza, mo- 
żemy przedstawić pod postacią, 



z^WJ-^^-f 



)-(°— H-t) . 



rozumiejąc przez pochodne rzgdu 0, t. j. przez D f \-F : i D\ c - F 1 
same funkeye F 1 i F 2 . 

Wzór ten można uogólnić, rozszerzając go na iloczyn ilukolwiek 
funkcyj całkowitych. Wzór ogólniejszy ma postać 

22. Dl„ (J^Fjj.-.F,,) = V- — - ^— - , -O^Ji-^a/a"- £" F » - 

"i -r-°i+ .-.«»=•» 

analogiczną z wzorem, dającym rozwinięcie i»-ej potęgi wielomianu 

*i +*i + ■ ■ ■ +** l art - 32 -]- 

Wzory 21. i 22. przedstawia się niekiedy symbolicznie pod po- 
stacią 

J r ->t4-F\ F t ) ={D x F l -\-D x F i y* l 
23. 

D^F^. . .F„)=(i? a F 1 +D I F s + . . .'+.0.**.)". 

którą należy rozumieć w ten sposób, że rozwijając potęgę m ~% su- 
my D^-^-DJF, lub sumy D^Fj + D*F a -\-...D^F„, nie opuszczamy 

wyrazów z wykładnikiem zero, oraz zastopujemy 
(Djrj*; (D^)": . . . 



!>":■ 



gdy Oj, a 2 . . . nie są zerami, a przez 
Fj, F 2 . . 
gdy te wykładniki są zerami. 
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Jeżeli w równaniu 17, napiszemy J^ i^ = .F, skąd 

znajdziemy z niego 

lub 



t. j. wzór na pochodna, ilorazu dwóch iimkcyj całko wit yi.-ii. 
Jeżeli w szczególności F=l, otrzymujemy 



"'T~- 


F] 9 ~ ■ 


Jeżeli we wzorze 18. położymy 




F t = i 1 -a 1 , F,=m-t 


.„ . . . Ą — »-«,, 


*.= (#-•,)(«-« 


,)..■ (—«.), 


gdzie «[, a a . . . a„ są. liczby różne, 


będziemy mieli 


D, I<\ == D„F a = . 


.. =2>,2f„=l ] 


z:itćm 




26. D, *=-J- + _Ł + . 





Podamy jeszcze określenia kilku pojęć, które będą później po- 
trzebne. 

Jeżeli dla funkcji 

^ = a *»+« 1 *»-H« a *"- a +...+« w - 1 * + «» 
i jej pochodnej 

F. = ma. «-' + (m-l)«, .— ■ + . . . +<,„_„ 
utworzymy rugownik według teoryi podanej w art. 35., otrzymamy 
wyznacznik, który podzielony przez a , stanowi wyróżnik [discrimi- 
nant] funkcyi danej 52 . Wyróżnik ten, przyrównany do zera, przed- 
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stawia warunek, przy którym funkcya dana i jej pochodna ma- 
ją czynnik wspólny. W Algebrze pojecie wyróżnika ma znaczenie 
bardzo ważne. 

Wrońskianem m funkcyj F 1 ,F 21 ..,2 ! ' m jednej zmiennej .v, nazywa- 
my wyznacznik 



. . . F UI 

. . . F tl ; 

. . . F„" 



TJ 2 F,, 



. . . DF m 

. . . D*F m 



■ FJ- 1 



D»-iF 1 ,D m '- 1 F 2 . 



w którego pierwszym wiur.szu znajdują się. tunkeye dane, w drugim 
pochodne pierwsze tych funkcyj, w trzecim pochodne drugie . . ., 
w m-ym pochodne (m — l)-e. Wroriskian oznaczać będziemy przez 

W(F t , F 2 ,... F,„). 
W r o ii s k i nazywał te wyznaczniki funkeyami achin | porów. str. 

102 |- :i . Pojęcie wruii^unumożm rozszerzyć do funkcyj -i^.F^.Ą, 
zależnych od n zmiennych * It x 3 . . . w,„ wprowadzając funkeye 
utworzone z pochodnych, ;i mianowicie funkeye 

m = 2l D Xl F; 4- q 2 D r , T,-\-...-] r q n #*„ F { 

gdzie ?,, l-2> ■ ■ ■ 'i" s $ liczbami dowolnemi, oraz 

SF i = Ó(dF i ), &F i =d{Ó i F i ) . . . 
Wrońskianem takicii funkcyj nazwiemy wtedy wyrażenie : 



W(F lt F v ...F m )= 



Jakobianem 2i funkcyj F t , 
nazywamy wyznacznik 



F v 


F it 


. . F,„ 


dF v 


&F 2 , 


..dF,„ 


^F v 


d*F 2 , 


■ ■ S 2 F a 


S »-1 F 


, «*-iĄ . 


..d'"- 1 ! 
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D Sl F lt D ttl F lz . . . D, n F x 
D*,F a ,n ai F a D^F, 



D^F„,L Xi F„, . . .£> lK F n 

"Wyznacznik ten oznaczać będziemy przez 

J(F U F 2I . . . F n ). 

Jeżeli 1'unkcye F lt F 2 , . . . F n 9$ sa 
pewnej funkcji F, to jest jeżeli 

F 1 =D Xi F, F 2 =D X ,F, . . . F H =D Ijt F, 

wtedy elementy jakobianu są wszystkie pochoilnemi drugiego rzędu 
funkeyi F; oznaczając pochodną l>.r ir! . AMln. krótkości przez Ą. — 
na mocy twierdzenia 12, jest F ik = Fm— otrzymujemy wyznacznik 



KuF,,,. 



.F uu \.. 



nazwany hessianem fnnkcyi F i oznaczany zwykli: przez H (F) 2 *. 

Określenia tu podane s;i ogólne, bo stosuj;!, sie nietylko do funk- 
eyj całkowitych, ale do wszelki cli fiuikcyj w ogólności. We whiśdwem 
miejscu po/iuu.uy wużne w taniości i za-ti«nvar.ia tych nlgorytiaów, 
a zastosowania wrońskianów wskażemy już w art. 42. 



3!J. WZÓR TAYLORA. 

"W art. 36 podaliśmy wzór F—F^-\-F i) /-' r F i, /- ! -\-. . .-Ą-F^f- 

na zasadzie którego ftmkcyą całkowitą F zmiennej x możemy roz- 
łożyć "według ji ,- f r ■■!.;■ innej fnnkcyi całkowitej _/' tejże /mierniej. Nic- 
ei i aj będzie 
1. Jt*)-^,«»+« 1 -»-i-ł-« l «-H-...+« M -i« + «p ) 
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f zaś niechaj będzie funkcya. liniową , 

2. / = « — A. 

Wu'lfiis; tooryi podanej w art. 36, współczynniki rozkładu otrzy- 
mujemy, dzieląc F przez /, iloraz z tego dzielenia przez / i t. d. 
i oznaczając reszty w każdem z tycli dzieleń. Kolejne ilorazy i re- 
szty oznaczymy na podstawie wzorów 7. i 8. art. 34. "Według tych 
wzorów, iloraz z podzielenia funkcyi 1. przez funkcya, 2. będzie 

3. a ó x'"-' + (a h + aj )x'"- 2 Ą- (^P+«i* + a s )a»- a +. . , 

reszta zaś będzie równa 

po) = a A»-|-a 1 ft w - 3 -f. . . -f-a w _ 1 A + <i„ = .fi;ft). 
Dzieląc funkcya. 3. przez * — li, otrzymujemy iloraz 

i, v tt " 2 + (2V'+«i) ^'"" 3 + (^o 42 + '^i* + "s)*" 1 "' 1 + ■ • ■ 
+{( ł »-l)V^+(»-2)«iA*- 3 +--H- a -s} 
i'^/.t;i zaś F l > będzie równa wartości funkcyi -i. dla x =k, to jest; 
5. W> = ma k»-i-\-(m— 1)«,A— «+. . . +2a„ ( _ 3 / i +a M _,. 
Dzieląc funkeyą 4. przez #— A, znajdujemy iloraz 

v .-.+,3V, + .,W« + ... + {!==^=5),/."-+...-H«..- S } 
a resztą będzie 

Postępując ta, drogą dalej, otrzymamy następujące wyrażenia reszt: 

7 

W- 19 , 1 m.(m-l)(m-2) . . . 3 . 2 . 1 . a. 
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Z porównania wzorów 5. 6. 7 z wzorami 5. 9. 15. 16 artykułu 
poprzedzającego widzimy, że pomiędzy resztami 7* ,0 >, P 1 ', -P y ...F*™> 
a wartościami, jakie przyjmują, funkcja i^.c) i jej kolejne pochodne 
względem zmiennej x, przy wartości x równej h, zachodzą, /wiązki 
bardzo proste, a mianowicie : 

m = F(/t), 



7 F"(h) , 



* W ~ lA3...» fW( * ); 

gdzie F'-(h) oznacza wartość, jaka- przyjmuje pochodna !■'/■■'' (,v) 
dla wartości .?=/(. Dochodzimy więc do wzoru : 

9. F(*)=F(i)+(«-S)ł'(/.)+(«r-S)'^ ) +...+(.i'-»)-f2S , 

który możemy napisać także pod postaci!).. 

Wzór ten nazywa się wzorem Taylora. Daje on rozwinięcie 
przyrostu funkcji, t. j. różnicy 

F(«+S) -*•(*), 

według potęg przyrostu zmiennej: 

11. H.+1)-J1.)=1F(«|4.^W+ . . . + j£y/n"). 
Z wzoru 9. gdy w nim napiszemy h — 0, wypływa, 

a. łW = *o) + .JT») + ^+..H^£ffl 
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Wzór ten nazywamy wzorem M a c 1 a u r i e a. 
Z wzoru 11. kładąc w nim 

*» = «», 

otrzymujemy 

to j est dwumian Newton a. 

Naodwrót, opierając się na dwumianie Newtona, można roz- 
winięcie funkcyi F(x-\-lt), przedstawiające się pod postacie 

^-+ł)=-'a D («-H.r+«,(*+*)^- i + ■ • • +«»-i(«-K)+«» ! 

przekształcić na wzór T a y I o r a lub M a c 1 a u r i n a. 

Od wzoru, dającego rozwiniecie przyrostu funkcyi jednej zmien- 
nej, można z łatwością przejść do wzoru, dającego rozwinięcie 
funkcyi, zależnej od wiciu zmienny cli. Dla przypadku dwóch zmien- 
nych .«!, x. 2 otrzymujemy wtedy rozwinięcie 

t*i+»i. ■ B a+ fi 2) = F ( M i*a) + [h D *, F + k s I >** F ) 

13. + 

_| _i (V-»" „P+rnSj '" " 'A sJ 0" m _, P 

_j_ "("J 1 ) , h m-t^t jjm^ F-{-...-\- V D"\ m F), 

Wywód tego wzoru, jak i rozciągnięcie go na większa, liczbę zmien- 
nych, znajdzie czytelnik w podręcznikach Algebry lub Rachunku 
Wyższego. 

40. RÓŻNICE FUNKOY.T CAŁKOWITEJ. 

Wzór 11. art. poprzedzającego iląje nam przyrost funkcyi całko- 
witej, t. j. różnicę dwóch jej wartości F(x-\-li) i F('j-), wyrażoną za 



Hosted by 



Google 



pomocą przyrostu/f, cwanego różnica zmiennej x. Jeżeli wprowa- 
dzimy oznaczenia 

\x=h, F{xĄ-h)-F{x) = AF{x), 
to wzór ten można napisać w ten sposób: 

i. 4fW = ^.i"t li i+ ( ^J"[.H-i-^'«» 

Zajmiemy się tu bliższem zbadaniem różnie pomiędzy wartościami 
funkcyi, odpouiadająccini różnym wartościom zmiennej. W tym celu 
v.-yfil)i-:"LK]tiy subie szereg wartości funkcyi całkowitej JĄx), odpo- 
wiadaj ący cli wartościom zmiennej 

a:, x -j- Aj?, a; + 2 ix, a; 4- 3 Aie . . ., 
t.j. 

F{x), F{x+Az), F(x-ł-2\x), F(«+8A»), . . . 
Różnice pomiędzy kolej iicmi wyrajami tego szeregu, t. j, 
F{.v-]-Ax)-F(x),F(x^ r 2\x)-F(x^ r \x),F(x+dAx) -F(x+2bx) , 
które oznaczamy przez 

\F(x), ±F(x-\-Ax), \F x x + Z±x). . . , 
stanowią różnice, pimcr.cjo rzęilu funkcyi F(x). 

Różnice pomiędzy kolcjnemi różnicami pierwszego rzędu ozna- 
czamy przez 

i*F(x), A 2 F(x+Aj-) . . . 
i nazywamy r^hili-.nrai ih'Wfi'-(jO rzęilu. W podobny sposób otrzymu- 
jemy różnico rzędu trw-ief/o. otwartego i t. d., które oznaczamy 
przez \H'\x), A i F(x) i t. d. 

Jeżeli dana fe.uk cyn całkowita /'(./.') jesl stopnia "i-go, to różnice 
rzędu pierwszego są mnkeyami calkowitcmi stopnia (»«— l)-go, ró- 
żnice rzędu drugiego — iunkeyami stopnia (m — 2)-go i t. d. różnice 
rzędu (m — l)-go są fnnkcyami stopnia pierwszego, wreszcie różnice 
rzędu wi-go są stopnia zero, t, j. są wszystkie równe jednej liczbie 
stałej. Różnice rzędów wyższych od m-go są wszystkie zerami. 

W samej rzeczy, jeżeli unikeyai* 7 i>') jest stopnia -w -go, to z wzo- 
ru 1. widzimy bezpośrednio, że funkeya A.c'(.r) jest stopnia pocho- 
dnej F'<x), a wiec, jak to widzieliśmy w art. poprzedzającym, sto- 
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pnia m — I-go. Kładąc we wzorze 1. x-\-Ax w miejsce «, otrzymu- 
jemy 

LF(x + te) = ^F\x + te) + l ^F , (x + *x)+... 

a odejmując równanie 1., będziemy mieli 

4> F(I) = ^ A P(a)+ ( U AF'(.r) + . . . + gj»« 

skąd widać, że róirnica A 2 .F(a;) jest funkeyą stopnia równego sto- 
pniowi funkcyi AF'{^); a że stopień funkcyi /■'(£) równa się to— 1, 
stopień przeto funkcyi iPfit) i funkcyi A 2 F{x) równa się m — 2. 
Wynika s1:i<1 zarazem, że stopień IJmkryi A^/*(x') jest m— 3. W ten 
sposób rozumując dalej, przekonywamy się o prawdzie powyższego 
twierdzenia. 

Z tego twierdzenia wynika, że dwie funkeye. różniące się, stalą 
dowolną, mają oczywiście różnice pierwszego rzędu równe: dwie 
funkeye, różniące się od siebie funkc-yą stopniu pierwszego, maja 
różnice pierwsze, różniące się o stalą, różnice zaś rzędu drugiego 
równe. Wogóle funkeye całkowite stopnia w -go, różniące się od 
siebie funkeyą stopnia k-go [fc<m], mają różnice rzędu fc-[-l-go 
równe. Z podanych określeń wynikają bezpośrednio równości: 

A Ąx) = Ąx+bw) - F(x). 

tfĄx) = AĄx-}-Ax) - M'\x) = F(x-\~2\x)-Ąx-\-Ax) 

- F\xĄ-Ax) + F(x) 

= F(x+2Ax) - 2Ąx~\-&x) -f- F(x), 
A*F(x) = F(x~\-3Ax) - 2F(x-\-Z&x) + F(x-\-lx) 

- F(x+2±x) + 2F(x-\-Ax) - F(x) 

- F(x+3Ax}-3F(x-ł-2&x)-\-$F(x-\-&x)-~ F(x). 
Za pomocą tego racbunku dochodzimy do wzoru ogólnego 

2. A'F(x) = F(x + *Ax) - *F(x+ (i-l)lr) + 

^Jt^l F(x+i ^2)Ax)- . . . + (-!YF(x), 
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o którego ogólności przekonywamy się, przechodząc od skalnika * 
do skalnika *— J— 1. 

Wzór 2. daje różnicę rzędu i-go funkcji F(x), wyrażona przez 
wartości funkcyi 

Ąx), Ąx+Ax) . . . F(x-\-iAx); 
współczynniki rozwinięcia sa, takie same, jak w rozwinięciu potęgi 
z -ej dwumianu. 

Poczyńmy po kolei rozmaite założenia o funkcyi F(x). 

Jeżeli 

F(x) = «», 



-,A. ,."(--zl)- 



Wogóle będzie 

& a r=m(m-l)...(m-i+l)a^(Ax) i +Aa?"'-<-i{AxY+ 1 
-\-Bx'— ■- i {Axy+ 2 ..., 
gdzie A, B . . . oznaczają współczynniki przy dalszych potęgach 
zmiennej x. Dla i=ra będzie 
4< A»iC" = m(ni-l) . . . 2.1.(Ax)"* = m!(ir)"' 

= l*|i (A»)»; 
dla (*>» będzie A f af =0. 
Jeżeli 

*•(«) = n,a" + «,«— 1 + . . .«„, 
wtedy z wzoru 2 lub na podstawie wzoru 4. otrzymamy z łatwoki;} 
5. A>»F(x) = V*Ka (Ax) m 

AiF(x) = 0, gdy rząd różnicy jest większy od stopnia funkcyi, co 
zgadza się z wyżój podanćm twierdzeniem. 
Nk-ilKij 
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Jt«) = a;(a;— As) (as-2Aa;) . . . (x— (m— l)\w. 
Funkcya ta oznacza się za pomocą, symbolu 

i nazywa się faktoryalną. 

Jej kolejne różnice mają następujące wyrażenia; 

A^a;) ^mbx.x(x^x)(x—'2,&%) . . . (x-(m-2)Ar), 

.. A*Ąz)=m(m~ l)(Ax)Kx(x-&x)(x-2Lx) . . . (x— (m— 3)Ae), 

A'Jl[*)=m(m-lXt»— 2)...(m— »'4-l)(Aa;ya:.(iC-'iiB)(iC-2ia;)...(a:-(m-i-l)Aa;) 
= »'i- 1 .(ia?)*.iB"-*l- J ". 

Jeżeli funkcya faktoryalna -f(;c) jest postaci 

F(fB) = a>(a:-|- ix) (x-\- 2Az) . . . (a: + (s»— 1) Ar) 

wtedy podobnież dochodzimy do wzoru 

= m'1-i (Ac)' (»-|-ttx)P-fl-*. 

Jeżeli funkcya F{x) jest iloczynem dwóch funkcyj F l (x)F 2 (x), to 
A.F(:s) = A (a;-f-Ac) . F s (a^-As) — F 1 (x)F. 2 (x) 

^{f 1 (x)-^-af 1 (x)}{f 2 {x)-\-af 2 {x)} 

-Ą(a)Ą(a!) 

— F 1 (x) . A F 2 (a;) + A 'i (*) {Ą («) + ^ F 2 (»)} 
Biorąc różnicę drugiego rzędu, otrzymujemy 

A s -P (x) =Ą (x) ń 3 J* 2 (te) -f 2A F l (x) {AF 2 (te) -j- A a Fj (x)J 
4- A a Ą fic) {-f 2 (K) + 2Af a (:s) + A 2 F(x)} 
Postępując w ten sposób dalój, do u! ani zimy do wzoru ogólnego 
A" F(x) = F l {x)A m F a (x) -f BiDF^Yy^-iF^) +A ■ F(x)} 

+ 5fez^>AiĄ(,){A— «Ą(a!)+t4— JĄ(e)+A-Ą(a!)} 

■ +=& V 
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którego Ogólność za pomocą indukc-u zupidtićj ■jprawiLzió można. 
Wzór ten na różnicy m-go rzędu iloczynu funkeyj odpowiada wzo- 
rowi Leibniza, podanemu w art. 38. 

Mając dla danej wartości x wartość funkcji całkowitej F{x) 
oraz jej różnic AF\,r), i '/''(■/•) . . . .A '"./<'(./■), Tiiożemy oznaczyć war- 
tość F(xĄ-iAx) t za pomocą wzoru 

^A*F(x)+. . .+A*F(x), 

o współczynniki są. takie same, jak w rozwinięciu potęgi dwu- 
mianu. Dla wyprowadzenia tego wzoru, zauważmy, że, jeżeli ma- 
my szereg wartości funkcyi 

F\x),F(x-\-Ax),F(x+ZAx) . . . F(x+mAx) , 
to wtedy zacliod/;j ua^tępuj ące równania: 

F(x+Ax) = Ąx) + AF(x) , 
Ąx+2Ax) = Ąx+Ax) + AĄx+Ax) 

= F\_x)+AF\x) + AF(x) + A-Fu) 
= Ąx)+2AF(x) + A»F(x) 

F(x+SAx) = F\.ć+źAx) -4- i^+2V-) 

=^;r)-r-2AJi:^)+A^ l c)-t-i-ąj)+2i 3 J\a:^A a JtjJ 

Postępując dalej tym sposobem, dochodzimy do wzoru 9., które- 
go ogólność stwierdzić można, przechodząc od liczby całkowitej 
i do s-j-1. Kładąc -i — m, gdzie ?«■ jest stopniem funkcyi całkowitej, 
otrzymujemy 



+ +a-*w 

Połóżmy i»Aic=fc, a wiec m= — , wtedy wzór ten przybiera po-tać 
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4'JM *(fc-M(*-~2.i. .-) A'.%) 
(A,)' + 1.2.3 (4.)i 

. ..(t-(.-l)A.)t-^) 



"4 a i^> fc 3 l-' lJ : \^ 

i"W4-Ffr) 

+ • - . + ,.„ (i,,- 

Wzór ten zawdzięczamy Newtonowi 2 ": służy on do tal; nazwanej 
iattrpo!a-:!ji, której najogólniejsze zadanie polega na oznaczaniu 
wartości fuukcyi z dostatecznej liczby innych jćj wartości. Jeżeli 
maray dane wartości funkcji 

Ą.), F(»+A.-) . . . ^, t +(»-l)4.,), 
to możemy obliczyć ]voU;i no różnice i-f"(.' r ), A-J'\.«) . . , i ,,! A\'.''), 
a na podstawie wzoru 10. znaleźć wartość iimkeyi dla wartości 
zmiennej ■'■ -f- k. gdzieś jest liczbą dowolną. Rozwiązaniem tego same- 
go zadania inną metod;; zajmiemy się w następnym artykule. 

Działanie, za pomocą którego znajdujemy różnice funkcyj nazy- 
wamy róii>ii;nv:<ijiimn. Działanie odwrotne, za pomocą którego od 
różnic przechodzimy ilo samych funkcyj, nazywa się. rćiniewectwem 
'.■dtCroUićm a 1 ii o oiilkoicnnimtt. (sumowaniem |. Róiidcn odwrotno, lub 
<:att:a oznacza się za pomocą znaku 2, a za jej określenie służyć 
może równanie 

zww = ą.c\ 

które wyraża, że działania -i i 2, zastosowane do 1'uukcyi /■'(.'■), nie 
zmieniają tej funkcyi; podobnież jest 

&£Ą*) = F(.v), 
Ro wyrażenia ealki danej różnicy możemy zawsze dodać 'lalą do- 
wolną, dlatego że, jak wyżej objaśniono, dwie fuukcye, różniące się 
stalą, mają oczywiście różnico równe. 

Z powyższego określenia wynika, że różnica odwrotna sumy 
dwóch funkcyj równa się sumie różnic odwrotnych obu funkcyj i że 
wogóle dla zcalkowania sumy trzeba dodać sumy całek jej skła- 
dników. 
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Na tej zasadzie z wzoru 3., całkując obie jego strony, otrzymu- 
jemy: 

Równanie to pozwala nam znaleźć całkę 2x"'-\ gdy znamy całki 
^je"*- 3 , 2x" , -%. Kładąc w niem m—l—i, będziemy mieli 

Kładąc zaś tu kolejno i — 0, 1, 2... dochodzimy do następujących 
wzorów : 



*" = E 




2«'~ł- 


*» i 

1 A« 2 ' 


*-ł 


' i^ 2 T 2.3 


*--4- 


■E-ł^+e''^' 


*-ł 


•a-T^+T'' 4 — o* 4 -'' 


*-ł 


•£-ł-+ó"^-ó^- 



Jeżeli napiszemy ogólnie 

to biorąc różnice stron obu, możemy dojść z łatwością do bezpo- 
średniego oznaczenia współczynników i do następującego wzoru; 



Hosted by 



Google 



40] m»im rurom aurami*. 249 

gdzie C jest stalą dowolną. Współczynniki B lt B 2 , B % ..., zacho- 
dzące w tym wzorze, nazywają, się liczbami B cm o u lli'eg o i mają 
następujące wartości 



Ą = Ho"' 



B w = 



1222277 
2310 



Liczby Bernoulli'ego mają zastoswanie w wielu zagadnieniach 
Analizy. [Niekiedy znakowania, używane przez różnych autorów, ró- 
żnią sio od podanego tu, mianowicie nasze współczynniki B, bywa- 
ją oznaczane przez Ba lub przez Ą,_i; w pierwszym razie 
wszystkie liczby IJernoulliYgo ze skaźnikiem parzystym, drugi 
raz liczby ze skaźnikiem nieparzystym są zerami]. Wroński na- 
zywa liczbami B e r n o u 1 1 i'e g o współczynniki 
1 B t jO, Ą B A B s 

~% ' T ' 4~ ' T ' _ T ' lo 

i oznacza je przez 

Bi, 8„ 6 4 , 8 6 , 6 g , e wi 
wszystkie zaś współczynniki 6 ze skaźnikami nieparzyste mi prócz 
8j, t. j. 6 Sł 6 5 ... przyjmuje za zera 21 . 

Liczby Bernoullfego napotkano po raz pierwszy w rozwią- 
zaniu zagadnienia, dotyczącego oznaczenia sumy jednakowych po- 
tęg kolejnych liczb całkowitych, to jest sumy 

l' + 2'+3'+...+(— 1)', 
gdzie * jest liczbą całkowitą. W kursach Algebry elementarnej po- 
dawane bywają wzory 

1 + 2 + 3 + . . . + (»-i; - y - Y 

, ! + 2 , + 3> + ... + (,-D'=y-y + | 
l» + 2 . + 3 .+ . . . + (.-1)>= £ - £ + ^ 
,«+ 2 . + 3 . + . . . +(,-l)«_:i: - £ + 5! - ^ . 
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Pierwszy •/. nich otrzymujemy, jeżeli w tożsamości (( -\- l) 2 — t- 
— 2(+ 1 za ( położymy 1, 2 ... .? — 1, a otrzymane równości do- 
damy; drugi wyniku podobnie z tożsamości ('4 l) 3 — * 3 =3f 2 +3i-j-l, 
trzeci z tożsamości (<-|-l)*— (*=4( s +6( s +4H"^t czwarty z tożsa- 
mości (f+1) 5 — i 5 =5( 4 -|-10(M-10( 3 +5(-(-l. Podobną drogą prze- 
konać się można, ze suma 

i'+a'+s'+... +(—iy 

jest Iuiikeyą stopnia (»-i-l)-«o lir.ahy ,'.'. Funkcya ta ma postać na- 
stępującą 

i+1 2 T 2! ' 4! J 

14. , ■(.■-n[i-2)(. - 3)(.'-4) „X. 

+ cl "'' - 

Wzór ten podał Jakób B e v n o u 1 1 i 2 *. Podana w przypisach tablica 
ca liczb 6, wzięta z dzieł W r o ii s k i e g o'", służyć może do rozwią- 
zywania zagadnień, w których stosowane bywają liczby JJ er no u 1- 

li'ego. 



41. WZÓR lNT.EHTOr.ACY.TXY LAGE*NGE'a. 

Koz wiążmy zadanie : 

"Znaleźć uąi ogólniejsza funkcya całkowitą z.niicnnćj $, która 
dla m-\-l różnych wartości zmiennej; <i , «,. . . a,„ przyjmuje m-f-l 
wartości danych w , w>,, , . . w mn . 

Niechaj funkcya szukaną _/'"(.)■) stopnia ra-go będzie 

i. *w = „„*-+«,*->+ . . .+..-,.+.. 

Dla oznaczenia m-j-1 współczynników jej mamy. według założenia, 
2. fl> > - «i ■ J(«i ) = »,.. • *K ) = «. 

t. j. układ równań 
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Ponieważ wyziiMziiik układu 3.,t. j. wyznacznik 



jest różny od zera, możemy przeto współczynniki 
oznaczyć; a mianowicie będzie 



a M '»-\...a„,A | a M '",w m . . , 1 

it. d. 

Współczynniki, jak widać z tych wzorów, są, funkcyami liniowe- 
mi liczb io , w 1 . . . w m . Można więc napisać 
4. e i = a o f«w + «i" ,M iH-- ■ -+aJ->iu M! [i= 0, 1, 2...m], 
gilzie współczynniki a ot a,, . . . a m są. zupełnie oznaczone; wsta- 
wiając. 4. w równanie 1., otrzymamy po odnowie dniem uporząd- 
ivy razów; 



5. *M=n?*)+.,f,W+ 

Tu Ą, l'\ . , . F. m są. fnnkcyami stopi 



, majijeemi tę wla- 
funkcya ./*,■{*•) jest równa 1 dia x=ai, równą dla o*, 
gdzie i p, t". 

Ponieważ funkcya Fi(.v) staje się tym sposobem zerem dla m 

wartości zmiennych a,,, ^...a,-.], a 1+1 ...a„„ nie wiee może być już ze- 
rem dla żadnej innej wartości, bu w takhn ra/ie iui. zasad/ic twier- 
dzenia, podanego w art. 33, byłaby tożsamościowo zerem, co nie 
jest, edyż dla .).—«,- jest. równa 1. Na tej zasadzie możemy napisać : 
6. fl(«) = ł,(»~^)...(#- ł _ 1 )(— ą^)...^- aj 

gdzie 1^ jest pewną st.aht. Wprotfiid/ajiLi: funkcya. określona, za po- 
moce równania: 
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mieli : 

# — a t 
a ponieważ według wzoru 26. w art. 38 jest 



2^=™- 



Kładąc tu £=a; i uwzględniając warunki, jakim czynią zadość 
funkcye Ą, otrzymujemy z tego równania: 



skutkiem czego funkcja 6. przyjmuje postać 



równanie 5. przechodzi w następujące 

/w 



fljr): 






stanowiące tak nazwany w/ór «.';<);' >>dvrj>dac<jfi,ij \, a g r a n g e'a. 
Jeżeli w miejsce/(a,) napiszemy wartoSe tej pochodnej, równą 

(«,-«„)...(«,-»,_,)(«,-«,+,)...(«,-<.„), 
otrzymamy wzór Lagrangea pod postacią 



jw-2* 






Znalazłszy funkcją -fi'-)- czyniącą zadość warunkom zadania, mo- 
inny znaleźć rozwiązania jus/c/e ogólniejsze. W samej rzeczy, je- 
żeli 0(.!') jest inną funkcją, czyniącą zadość tym samym warunkom, 
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to oczywiści*; różnica 

staje się zerem dla m-j-1 wartości 

jest zatem podzielna be/ reszty przez iloczyn 

to jest przez funkcyą /(>}; możemy przy to napisać, 

*(»)-y(.)=/t.).e(»), 

gdzie 6(.r) jest pewną dowolna funkcyą całkowitą zmiennej «. Otrzy- 
mujemy WIĘC 

«(.)-^») +/(..■) »(*). 

Tak więc 

t;dzie !)(■■") jest funkcyą dowolną, przedstawia najogólniejsze roz- 
wią/asiic naszego /ajradnieuia 1 ". Jeżeli funkeya szukana ma być sto- 
pni:! -ni- {jo, musi być G (z) = O i otrzymujemy jedno tylko rozwią- 
zanie, dane za pomocą, wzoru 7. 

Jeżeli równość 9. napiszemy pod postacią 

io. m- - ' 

otrzymamy wzór, dający rozkład ułamka 

na część całkowitą O (,>.') i ułamki częściowe, i stanowiący uogólnie- 
nie wzoru 26. w art. 38. "Wzór 10. ma ważne zastosowania w Al- 
gebrze i w Rachunku całkowym. 

Na wzorze 5. lub 8., który można przeil-tawii; pod postacią 

11. fl>) = HniF\M+F[/Ł l 1F,(.)+ . . . +fl>,„) F„(«) 
opiera Kronecker metodę badania podzielności funkcyj cał- 
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kowitych' 11 . Dajmy na to, że mamy pewną funkeya. całko- 
witą z ('■) stopnia 2vn lub 2™ -j- I o współczynnikach całkowitych 
i chcemy zbadać, czy funkeya ta jest lub nie jest podziclną pr/ez 
inne funkeye całkowite o takichże współczynnikach. W tym celu, 
oczywista, dostatecznie jest /badać, c/y posiada dzielniki całkowite 
stopnia m-go lub niższego. Dzielnik stopnia rn.-^o może być przed- 
stawiony pod postacie 1.; jeżeli wiec funkeya całkowita tf(.p) ma 
być podzielił^ przez funkeya F(x), to liczba całkowita (p( a, ) 
musi być podzielna przez -/-'(u,-). Jeżeli oznaczymy wszystkie dziel- 
niki całkowite dodatnie i ujemne liczb <p (a,) dla t = 1, 2 , . . . m 
oli/yinamy l.yni sposobem skończoną liczbę układów wartości liczb 
/'(«,). Te układy, wstawione do równania 11., dadzą nam runkcyi 
stopnia m-go, między któromi znajdują się, o ile istnieją, wszystkie 
'[zielniki stopnia m-go funkeyi danej. Widać stąd, że za pomocą 
skuńezonei lic /by działań przekonać sie mo/r.a, e/y ińakeya całko- 
wita dana josl podzieliła pr/c/ inne. lub niepodzielna. Funkeya całko- 
wita o współczynnikach całkowitych pod/ielua prze/ inną takąż 
funkeya całkowitą, nazywa się przyv:iedhi.-t- [redaetible], w przeci- 
wnym razie nieprzt/medluą [irreductible]. 

Pokażemy jeszcze jedno interesujące zastosowanie wzoru La- 
g r a u g e'a, również wskazane przez Kronecker a a2 , do teoryi 
liczb Bernoulli'ego, o których mówiliśmy w poprzedzającym 
iirlykule. 

Dajmy, że mamy oznac/yć ińnkeya. całkowitą stopnia m-go nu 
mocy m -4-1 warunków, aby mianowicie dla wartości zmiennej ró- 
wnej zeru była zerem i aby dla wartości całkowitych 1, 2, 3.. r — 1 
równała się odpowiednim wartościom wyrażenia 

i— +s— +...+(— i)- 1 

Kładąc we wzorze 8. 

a = 0, iu„ = 0, 
o, = 1, w, = 0, 

« = 2, W, = 1, 



Wi = i-i- ł -2»-i+...+(,--ir-i 
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Iinkiijmy mieli 

^w-2,! 1 +- +--H*-i) ) ((,-_i)... i._i ..._(„_() 
_ ^»-i)( I '-a)...(^. ) v , i— '+2— +...+ (.■-!)— , , . »(. l .-i)..(--.-+i) 

1.2....» Zl 1.2. ..7 k ' •— i 

,,(, t -l ) ( I ^2),..(.,-») '^ »(m-l)...(,.-i + l ) (-1)-' 

= i.2...„. 2j — OT3T.Ti J=i~* 

i=l,2,...m— 1; fc — 2,3,...m, czyli O < l < * < to. 

W*pólezymiik- przy petędze pierwszej zmiennej y w lem rozwiniecie 
jest równy 

yi ndn-l) . . . (m- i + 1) (-1)' ,,,_, 

2 1.2. 3. ..i i- 1 ' 

a porównywaj %c to wyrażenie z wzorem 14. w art, p o pr pędzającym, 
otrzymujemy bezpośrednio 

stosownie do tego. czy m jest parzyste lub nieparzyste. 
Kładąc n. p. m=5 i ro=6 tu, znajdujemy 

15.f-20.-Hl ! +2 5 H154(l s +2 6 -(-3 5 )— 64(l s -f2 9 +3 5 -f4 5 ) 
+ £(l»+SH-3*-|-4«+5 l ) = 0. 

42. "prawo najwyższe,, orońskiego. 

Rozwiążmy zadaniu: 

'"Danii funkeyą całkowita. /•'{■'-) zmiennej ,e rozwinąć według inny eli 
funkeyj całkowitych F^is), F 2 (x) . . . i' j, (■'■'), tejże zmiennej, czyli, 

innenii słowy, oziuie/yć współczynniki stałe -4,i- A' A- ■ ■ A- nl) y 

było tożsimiOrii-ifiwo 

1. J(») = 4, + 4, /■;(-) + A,F k (,r)+...+A lt F r (.r\.. 
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Aby zadanie to rozwiązać, należy mieć daną, wartość rankcyj 

/'T.'-'). I'\[-v)... F r (.r) ' jći pochodnych aż do pochodnych rzędu p-.iiio 
włącznie lila pewnej wartości /.mierniej .c np. dla z = a. W samej 
rzeczy, jeżeli równanie 1. ma być tożsamością, to pochodne obu 
stron winny być tożsamo brio wo równe, otrzymujemy przeto układ 

RJWV.HU 

2. F=Ą ! -{-A 1 F 1 -\-ĄF t + . . . -f- A s F s 

IDF= A 1 DF l -f A a DF 3 -j- . . . -j- A s DF Sl 

D*F= A 1 D^F 1 Ą- A^F.^ . . . + ApTPFp, 

]ji'F= A l I)*F l + A i I»>F i + . . .-f 4,,/>i>, 

gdzie .F.-F,,. . . DF 1 JJ a -F l . . . If-F^F,, . . . i t, d. oznaczają 
wartości, jakie przyjmują funkeye i ich pochodne przy wartości 
x=a. Z p równań 3., jeżeli wyznacznik 

DF 1 , .DF 2 , . . . DF,, 

D n -F,, D-K„ . . . D*F„ 
i. 

Bi-F,, D»F l . . . . D»F P , 

t. j. wrońskian funkcyj i)I-\,HF 2 . . . DV,,, który oznaczamy piv.cz 

TF^F,, DĄ . . . Z*F..). 

nic jest zerem, możemy wyznaczyć współczynniki A t , A. } , . . . A,, ; 
będzie mianowicie 

_ W(DF U DF 2 . . , DFt^DF, D F i +l . . .DF,, ) 

:l " ! ~ W(DF U DF 2 DF p ) ' 

gilzie wyznacznik w liczniku powstaje z wyznacznika w mianowniku, 
gdy w pierwszym elementy kolumny i'-ój zastąpimy odpowiednio 
elementami 

DF, D' l F . . , D''F. 
Oznaczywszy przy pomocy 5. współczynniki A { , A., . . . A p . znaj- 
dziemy z równania 2. współczynnik A„. 

Tym sposobem zadanie zostało rozwiązane, 

Wroński podaje dla współczynnika A, wzór, w który wcho- 
dzą współczynniki J J+I , Aą. 2 . . po nim następujące. Wspolczyn- 
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nik A na zasadzie równania 2. wyraża pod postacią . 
6. A ( , = F— A^ — A S F S — ... — A e F p . 

Biorąc pochodne obu stron równania 1. otrzymujemy 

DF(.r) = A l ]JF 1 (.r)-i r A,l>F s {.r)^- . . . +A r DF r {*), 
skąd 

7 ' DFfr) ~ " Ł """ ~* iJPiW ' 

a więc, kładąc a za *, będziemy mieli 



_ 2 ' / ' 

~Uf~ 






UF,, 

'TW.' 



PjY^diort/imy do \vi r;jv.(-nkt wspótc/ynnika -V liionp; puelioiliit 
obu stron równania 7. [na podstawie prawidła 24. w art. 38 |. /naj- 
iluiiany 
DF, (.r)V'F{')-Vii.,)D't\(,T) _ l JjF,(.,)JJ>F, (.r)-lJ ,J^)l)<F t (,) 

lDĘpfr~ ~ " (MIM)' 

, _, l)F, (r) D'F, (.r) - W', |.r) W,(.r) , 

+ "■ (cĘw? +••■ 

W,(,r) W» - 7)F„ M C'F,(..) 
+ * {DF,tf)f 

D/.iuhic cbiu strony przez współczynnik przy A.,, kladac następnie 
we wszystkich wyrazach r=a, otrzymujemy 

_ DF j ]J^F—DFD 2 F 1 A DĄl^—DF^F\ _ 

A *~ DF.&F,- 



-1>F 2 T^F 1 



! BF^^—DF^Fj 

DF t D^Fy—DF^F^ 

'' DF.D*F S —JJFof&K ' 



Jeżeli zauważymy, że każde z wyrażeń, zawartych po drugiej stro- 
nie, da się przedstawić pod postacią ilorazu wyznaczników, będzie- 
my mogli napisać : 

I 1>F„ DF p 

\i^F\, V*F P \ 

,F I J>F V T>7'\1 

\7>-F„ JAf) 



1>F, 


fJF 




JjF t 


JjF s 


IfiF-i 


U' ! F 


-— A s 


Tdf\ 


^F s 


J)F 1 


1)F S 


I)F % 


n*Fi 


Tt 3 F x 




'.TPFi 


tpf 
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Postępując tą drogą dalej, t. j. po podzielenia obu stron przez 
przez współczynnik przy A%, biorąc pochodne i następnie kładąc 
a=a [wykonanie tego rachunku pozostawiamy czytelnikowi], doj- 
dziemy do wzoru 



Tfb\ 


DF a 


DF 




D 2 F t 


D 3 F^ 


D*F 




DU<\ 


D 3 F 2 


D*F 




DF i 


DF* 


DF. t 




DWi 


£*&, 


D°-F z 




D 3 F t 


&Ą 


D 3 F 3 





1 DF 


,DF„ 


DF t 


D a F 1 


D a -F<, 


D 3 F t 


2> 3 Ji 


D*F 9 


D*F 4 


DF 


,DF a 


DF, 


D^Fi 


D 3 F 9 


D s F t 


Z> 3 Pj 


D*F 3 


23 3 F 3 


DF 1 


DF„ 


DF V 


D 3 F X 


D*F<, 


D°-F L , 


D\l\ 


ir-K 


D-F- r 


DF, 


Dh\ 


DF 3 


D%F 1 


D 3 F^ 


D*F 3 


D 9 Fi 


&Ą 


D*F a 



w prowadzając przeto skrócone oznaczenie wroiiskianów, możemy 
napisać wzory te w sposób następujący: 

_W(DF„DF) W(DF U DF 3 ) W{DF X , JĄ ) 

2 ~W(DF lt DF 2 ) *W(DF v DFz) '" v W(DF,, DF 2 )' 

__ WjDFj, DF 2 , DF ) W(DF lt DF 2 , DF t ) 

1 ~ W(DF V DF S , DF 3 ) i W(DF 1 , DF 2 , DF S ) 

W(DF U DF 2 , DF P ) 
~~ B W(DF V DF S , DF,) ' 
Postępując tą drogą dalej, dojdziemy do wzoru ogólnego 

\V(DF V DF 2 . . .DFj^DF) 

= W(DF l , DF, 2 , . . DF i+1 DF, ) 

_ W(DF U DF S , , .DF.-ipFj^ ) 

1+1 W{DF ly DF... . . DFt-, DF, ) 

W(DF lt DF 2 . . . DFj^DF,,) 

~ p W(DF 1 , DF.j , . . DF i - 1 DF~) ' 

którego ogólność sprawdzić imiżmi, przeehodząc od wzoru na A, 
do wzoru na A^, , 



11. 



Ar- 
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Zastosujmy wzór 11. do ei'/yi )fl dku szczególnego. Niechaj będzie 

F,(.)=/W, *■,(.)-/■(•)■ ĄW =/(■")». 

Pochodne kolejne funkcyi 

F, (,) =/(»)' 

będą: 

Bf,(.) = #r») 

Z)>F,(«)=r(r-iy(«)—(i)/(«))>-H-/(«) r -'-»M«) 
D'F,M= r(r-l)(,— 2V(z)'-' (-D/M) s +. ■ ■ 



.1 (£/(*)>' +. . . 

ii funkcya /(.r) przybiera war- 



M,(.).r(p-1) . . . 

Jeżeli założymy, że dla wartnśei .r 
tość/ równą, zeru, otrzymamy 

£.F r (,?) = 0, 2)2/*; (,„)= . . . Z)'- 1 .F,(tf)«=.0 
2^Jl» = r<r-l) 2-l(-D/W)' 

Jeżeli te wartości pochodnych ustawimy do wrońskianu, stanowią- 
cego mianownik we wzorze 11. otrzymamy wyznacznik, w którym 

wszystkie elementy, znajdujące sii; po prawej stronie głównej prze ■ 
katuej. Si; /erami: wyznacznik ten sprowad/a się przeto do jednego 
wyra/ u, równego iluc/ynowi elementów- na przekątnej, t. j. równa się 



i.jy.i.a.(2y)».i.3.8.(zy)'-- 


. 1.2 . 


..i K Dfy 


= l!2!3!...j'!(i)/jH- 2 +'"+'— 1!: 




iHDfj—i 


mńskia:i\ 






W^Fj, 2>F 2 . . . DF^ 


> , DF/+ 


i) 



będą /e 
wyra/u 



rami i wyrażeniu współczynnika jl/ sprowadza się do jednego 

_ WjDf, Dp, D f. ; ,Df' - 1 ,DF) 
A '~ ~ UH-D " 

1! 81 31... (1(7*) — 
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Rozwinięcie funkcji F(,r) według f mik tyj /(■>•). f{-r)- 
cłzie zatem miało postać : 



'- 1 1 ! 2 ! 3 ! . . . i ! {Dff-T- 
Jest to pod inną postacią rozwiniecie podane w art. ?>(>. Zakładając 
tu, jak to uczyniliśmy w art. 38,/=.r— h, otrzymamy wzór Tay- 
lora. 

Zakładając we wzorze 11. 

*h*)=a-m*+*) ■ ■ -/H-i'-iiA). 

dusilibyśmy podobnym sposobem do rozwinięcia funkcyi danej F 
według funkcyj faktory alny eh /',■. którego rozwinięcie poprzedza- 
jące jest przypadkiem szczególnym dla h = Q, 

Dodamy tu jeszcze, że można otrzymać za pomocą tej samej me- 
tody, inną pustać "prawa, najwyższego,,, zastępując w równaniach 'i. 
pochodne różnicami odpowiednich rzędów. 

"Prawo najwyższe,, można uważać za najogólniejszą postać roz- 
winięcia funkcyi całkowitej według innych funkcyj. 

Wroński zastosował podaną fu formę nie tylko do funkcyj cał- 
kowitych ale do wszelkich funkcyj analitycznych. W przypadku 
tym wszakże rozwinięcie składa się wo«óle z meskońc/nućj liczby 
wyrazów i stosowalność jego wymaga pewnych warunków i zastrze- 
żeń, [porówn. art. 7]. Zbadanie tego przedmiotu należy już do ogól- 
nej Teoryi funkcyj. 

1 Grassmann. Ausdehnungslelire, LBćW str. -Jr£i, oraz Die ueuere Al- 
gebra mid die Ausdehnungslehre \iiat!t,.mn.iUi-.h, : . Annaltu, VII, str. i»43.] 

3 Twierdzenia w art. Xi i ii-l przedstawiamy według działa A. Cap e lii 
—U. Garbieri, Corso di analisi algebriea. Yohime I. 188G. Capitolo VI. 
a tooryą, podaną w art, 35., według działa Faa di Bruno [Walter], 
Einleitung in die Thcoric der tiimiren rormen, 1881, S 5. 

: ' Wyznacznik, podany w tekście, równa sic. juk w łatwo okazać, ilo- 
czynowi J.«(n — 1) rożnie, któro utworzyć można pomiędzy liczbami 
a., js, . . . •/., t. j. iloczynowi : 

et-"-) (v -*> ■ . - (*-«) (t-3 • ■ ■ '«-;■) • ■ ■ 

4 Dochodzimy ilo wzoru .">.. rozkładając. pierw,-zą stronę otrzymanego 

związku na sumę dwóch wy^narziuków. które po watują y. niej: pierwszy 
przez postawienie zer w kolumnie pierwszej na miejscu eleinentuw 
fin, a, . . . nm—,1, drugi przez zastąpienie elementu Q zerem, 

• Przekształcenia te polegają na i, ■orania otrzymanych wyznaczników 
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wjeden. a nasreju!:e liii dodutiiu do elementów kolumny tego < 

i'I<:w. ;!:i.. iw kolumn jji>zoiti! łych, pomnożon vch odpow iednio prze/. 

6 Temu ważnemu twierdzeniu imVUó ni',żi)a. jeszcze wyrażenia nastę- 
pujące : 

"Warunkiem k"iiiec/uym i dostatecznym, aby dwie liinkc.ye l-'\ /miaiy 
czynnik wsp.dny sr.ipuia ;,-^o a ni.; wyższego, jest. Liliy wszystkie minory 
stopnia (;,--1)-go my o wnika C byty zerami, ii nie byty żurami wszystkie 
minory stopnia [.-go tegoż rugownika,. 

' Porowa. G. Obrys tal, Algebra. Part 1. 1886, str. 103. 

N Szczegółowy wykład teoryi tunkcyj symetrycznych znajdzie czytelnik 
we wspomnianóiu dziele l''aa iii Bruno luli też. w dziele V. Reho- 
rovskj''ego, Theorie souni ornych funkei koremi, 1883, 

I Newton, Aritlimetica universalis, Ed. 1732, str. 192. 

10 Wzór ten podał Wariug w piśmie ."dediUtioue-; algebraicae, 1782: 
przed nim w./.akże "gt.isit go matemai vk bob nderski Albert Girard 
w r. 1629 w piśmie In v en t i on non vel Ic en Algebrę. 1'orówn. Matthie- 
s en, Grnnd/.iige der antiken mul moderncu Algebra, JS78, str. (ii. 

II Fnnkcye alei' oznacza Wroński w dziele swein Introduction a la 
philosophie des matlieiHatieiues, sn', oa w sposób następujący: 

X [.,+»,+ ... +»,.]-; 

w ru/prawio llcs.dution ^ćnr^ale des .'-mianous de tons les d<'gr"s 1812., 
pisze zaś już wprost Si, N21 Ks-. 

13 Wroński, Introduction etc. str. 143. 

13 Wzór ten podany przez Wrońskiego bez. dowodu w dziele Re- 
formę absolue et par eonsói|t!iuir 1'imtlc da savoir Immai;i.Ti)me III. 1S47, 
str. 30. Dowód tego wzoru, jak i uzasadnienie inny cii własności fiinkeyj 
alei' pulal S. Dickstein w Pamiętnikach AkaiL-^ii Kfttki'ic.ii-ii[i, Tchu 
XII, 1886 i XVI, 1888. 

14 Wroński, Introduction eto. str. 68. 

15 Poriiwn. J. A. S e r r e t, Handbuch der hMieren Algebra, deufscli 
bearbeitet von G. W e r t h e i m, 1868, str. 304-3U8 

16 Pierwsze tablice mnkcyj symetrycznych Meiera H i r s c h a znajdują 
się- w d//e!ku Sauiriiinii^ von A.ntunben ans der Theorie der algcliraischen 
Gleichungen, Erster Theil, 1809. 

17 Cayl ey. A memoir on the symmetrie Fauciions ot the roots of au 
Gii.UsiT.ioiL, [P/iiL-sojifiii:al Ti-aitmetlon* of the. Rogal Soricly oj London, voI 
CXLV1I, 1857, także A. Oayley, Thecolleclul mathematictd PapersmL II, 

1889, str. 417 i dalsze]. 

» Faa di Bruno 1. c. 

19 Rehorov.sk>', 1. c, a także tegoż Tafeln der symmetriachen ł'iinctio- 
uen der Wurzeln und der Coefficienten-Conibiuationeu vom Gewichte 11 
Hnd 12 [iJenksckrifteu dsr h. Akademie in TTYen, XLVI, 1882, str. 51—58]. 
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TABLICE FUNKUYJ SYMETRYCZNYCH. 
Waga = 1. 





1 


(1, 


— 1 





2 l s 


(2) j - 2 1 + 1 


11') 


■fil 



| 3 | 13 | 1- 


r21) 


— 3 

+ 3 


+ 3J-1 j 





4 


13 


2-' 


1*2 


1* 


Ił) 


— 4 


+ 4 


+ 2 


— 4 


+ 1 


(31) 


+ 4 


— 1 


— 2 


+ 1 




(2") 


+ 2 


— 2 


+ 1 






(1>2) 
Cl') 


— 4 


+ 1 


1 




+ .1 


! 
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Wag 


= 5. 










5 


14 


23 


1*3 


12. 


1*2 


l s 


(41)' 


- 5 


+ 5 


+ 5 


— 5 | — 5 


+ 5 


- 1 


+ 5 


— 1 


- 5 


+ 1 | + 3 


— 1 




(32) 


+ 5 


— 6 


+ 1 


+ 2 | - 1 | 




(31', 


— 5 


+ 1 


4-2 


-1 




(21) 


+ » 


+ 3 


— 1 


1 i 


1 


— 1 




! 


(l s l 


- 1 

















6 


15 


24 


1*4 


3' 


123 


1'3 


2' 


1*2' 


1*2 


i* 


(6, 


— 6 


+ +6 


-6 | + 3 


—12 


4- 6 


— 2 4-9 


— 6 


4- 1 


(511 


+ C 


— 1 


— t; 


+ 1 -3 


+ ' 


— 1 


4-2 


— 4 


4- i 




(42) 


+ 6 


— (i 


+ 2 


+ 2 


— 3 


4- i 


-2 


— 2 


4-1 






(3') 


+ 3 
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4-3 


4-3 


— 3 





4-1 
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+ 1 
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4- 1 
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+ 1 
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